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Résumé 

Dans cet article, on étudie la cohomologie de la fibration de Hitchin tronquée introduite 
dans un article précédent. On étend les principaux théorèmes de Ngô sur la cohomologie de la 
partie elliptique de la fibration de Hitchin. Comme conséquence, on obtient une démonstration 
du lemme fondamental pondéré d'Arthur. 

Abstract 



In this paper, we study the cohomology of the truncated Hitchin fibration, which was 
introduced in a previous paper. We extend Ngô's main theorems on the cohomology of the 
, elliptic part of the Hitchin fibration. As a conséquence, we get a proof of Arthur's weighted 

fundamental lemma. 
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1 Introduction 

1.1. L'objet de ce travail, qui fait suite à |10| . est de démontrer le lemme fondamental pondéré. 
Cet énoncé a été conjecturé par Artliur dans ses travaux sur la stabilisation des traces d'Arthur- 
Selberg (cf. conjecture 5.1 de [1]). Il généralise le lemme fondamental de Langlands-Shelstad et 
se compose d'une famille d'identités combinatoires entre intégrales orbitales pondérées p-adiques. 
Après les travaux de Ngô sur le lemme fondamental, il est le seul ingrédient manquant dans la 
stabilisation de la formule des traces. Selon une stratégie due à Langlands, on devrait obtenir, 
au moyen de la formule des traces stable, toutes les fonctorialités de type «endoscopique». Par 
exemple, des travaux en cours d'Arthur devraient donner une classification du spectre automorphe 
des groupes classiques en fonction de celui des groupes linéaires généraux. Hormis des travaux de 
Kottwitz (cf. [2T]) et de Whitehouse (cf. [29]), le lemme fondamental pondéré était jusqu'à présent 
un problème complètement ouvert. 

1.2. Plus précisément, nous démontrons une variante en caractéristique positive et pour les 
algèbres de Lie de l'énoncé d'Arthur. De plus, pour alléger autant que faire se peut l'exposition, 
nous nous sommes limités dans cet article au cas des groupes déployés. Le cas général, qui comprend 
aussi les formes «non-standard» dues à Waldspurger du lemme fondamental pondéré, s'obtient 
par des méthodes similaires et sera traité ultérieurement. Des travaux de Waldspurger (cf. [27] et 
|28j ) montre que toutes ces variantes du lemme fondamental pondéré impliquent l'énoncé original 
d'Arthur pour les groupes sur les corps p-adiques. 

1.3. Désormais, nous réservons le terme de lemme fondamental ou lemme fondamental pondéré 
aux variantes pour les algèbres de Lie en caractéristique positive des énoncés originaux. Dans 
|24j . Ngô a démontré le lemme fondamental ordinaire. Dans son approche, le lemme fondamental 
résulte d'un énoncé cohomologique sur la partie elliptique de la fibration de Hitchin. De même 
ici, le lemme fondamental pondéré est la conséquence d'un théorème cohomologique (cf. théorème 
110.7. 3[) sur la fibration de Hitchin tronquée introduite dans [TÔ]. Le résultat clef dans l'approche 
de Ngô est son théorème qui décrit les supports des différents constituants de la cohomologie de 
la partie elliptique de la fibration de Hitchin. De manière imagée, ce théorème montre que les 
intégrales orbitales globales sont les «limites» des intégrales orbitales associées aux éléments les 
plus réguliers possibles. En particulier, pour démontrer la variante globale du lemme fondamental, 
il suffit de le faire pour ces éléments très réguliers pour lesquels une vérification «à la main» est 
possible. L'énoncé local résulte ensuite de l'énoncé global. Notre principal résultat cohomologique 
est que, pour la cohomologie de la fibration de Hitchin tronquée, il n'y a aucun nouveau support 
qui apparaît. La conséquence la plus frappante est que les intégrales orbitales pondérées globales 
sont aussi des «limites» d'intégrales orbitales ordinaires. 

1.4. Le lemme fondamental pondéré. — Nous allons maintenant énoncer le théorème local 
que nous démontrons. Soit ¥q un corps fini à q éléments et G un groupe réductif connexe, défini et 
déployé sur ¥q. Soit T un sous-tore maximal de G défini et déployé sur F^. On suppose que l'ordre 
du groupe de Weyl de (G, T) est inversible dans F^. Soit M un sous-groupe de Levi de G défini 
sur ¥q qui contient le tore T. On note par des lettres gothiques les algèbres de Lie correspondantes. 
Considérons le corps local K — ¥q{{e)) et O = ¥q[[e]] son anneau d'entiers. Soit X G m{K) un 
élément semi-simple et G-régulier. Son centralisateur dans G x^^ K est un sous- if-tore maximal 
noté Jx qui est inclus dans M Xp^ K. Dans ce contexte, une intégrale orbitale pondérée d'Arthur 
s'écrit 

jg{X) = \D^{X)\'^' I l,(o)(Ad(g-i)X)«f,(g)dg, 

JJx(K)\G(K) 
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où 

- est la valeur absolue usuelle du discrimant de Weyl; 

- Ig(ci) est la fonction caractéristique de 0(0) ; 

- Ad désigne l'action adjointe de G sur g ; 

- v'£^[g) est la fonction «poids» d'Arthur qui est M(i^)-invariante à gauche; 

- dg est la mesure quotient déduite de mesures de Haar sur G{K) et Jx{K). 

Le poids et la mesure dg dépendent de choix qu'il est possible de normaliser. Avec de bonnes 
conventions de mesures, l'intégrale J^f{X) ne dépend de X qu'à M(_ft')-conjugaison près. 

Soit G et T les groupes complexes duaux au sens de Langlands de G et T. Le groupe T 
s'identifie à un sous-tore maximal de G. Le dual M de M s'identifie à un sous-groupe de Levi de 
G qui contient T. Soit s G T et M' la composante neutre du centralisateur de s dans M. C'est 
un sous-groupe réductif connexe de M qui contient T. On suppose que les composantes neutres 
des centres de M et M' sont égales. Soit M' le groupe sur Fg dual de M'. Le tore T s'identifie à 
un sous-tore maximal de M' et le groupe de Weyl W^^ s'identifie à un sous-groupe du groupe de 
Weyl W'^^ . On a donc un morphisme canonique 

(f .4.f) m' //M' ^ t//W^^' ^ t//W^'^ ~ m//M, 

où les isomorphismes sont ceux de Chevalley et les quotients sont les quotients catégoriques. 
L'ouvert formé des éléments semi-simples G-réguliers définit par l'application canonique m —>■ 
m/ /M un ouvert dans le quotient m/ /M dont l'image réciproque par le composé m' m'//M' 
m/ /M est l'ouvert des éléments semi-simples réguliers de G. A la suite de Waldspurger (cf. [26]). 
on peut adapter la définition des facteurs de transfert de Langlands-Shelstad (cf. [22]) aux algèbres 
de Lie. En considérant M' comme un «groupe endoscopique» de M, on obtient une fonction 

Am',m : m'iK) x m(if ) C 

définie sur l'ouvert formé des couples (Y, X) dont chaque composante est un élément semi-simple 
et G-régulier. Le facteur de transfert est en fait invariant par l'action adjointe de M'{K) x M{K). 
Pour un couple {Y, X) dont chaque composante est un élément semi-simple et G-régulier, le facteur 
^M' ,m{Y, X) est non nul si et seulement si y et X ont même image dans {m/ /M){K) par les 
applications canoniques m'{K) {m/ /M){K) déduite de (|1.4.1[) et m{K) [m/ /M){K). Dans 
ce dernier cas, lorsque de plus on a M' = M, le facteur de transfert vaut 1. 

Pour tout élément Y £ m' [K) semi-simple régulier, on peut former la combinaison linéaire 

JÎv.MiX) = ^ AM'.M(r,X)jG(X), 
X 

on la somme est prise sur l'ensemble des classes de Af (iir)-conjugaison des éléments X e •m.{K) 
semi-simples et G-réguliers. La somme est à support fini. 

On suppose désormais que s n'est pas central dans M c'est-à-dire M' ^ AI. Soit £{s) l'ensemble 
fini des sous-groupes réductifs connexes H de G qui vérifient ^ 

- il existe un entier i ^ 2 et des éléments si £ s-^j/ (où Z-^ est le centre de M) et S2, ■ • ■ , s„ 

dans le centre de M' tels que H est la composante neutre de l'intersection des centralisateurs 
des Si dans G ; 

- les composantes neutres des centres de G et _ff sont égales. 

Tout H G £{s) contient M' comme sous-groupe de Levi. On remarque que l'ensemble £{s) ne 
contient pas G. Pour tout s' S T et tout sous-groupe H de G, on note Hgi la composante neutre 
du centralisateur de s' dans H. On dit que s' est elliptique dans H si les composantes neutres des 
cenbtres de Hg' et H sont égales. Pour tous H G £{s) et s' £ Z-^, elliptique dans H le groupe 

Us appartient à f (s). Par dualité de Langlands, on identifie les éléments de f (s) à une famille de 
groupes réductifs connexes définis sur Fg qui contiennent M' comme sous-groupe de Levi. Pour 
tout Y £ m'(i4r) semi-simple régulier, on définit pour tout H £ £{s) la variante «stable» 5*^,(1^) 
des intégrales orbitales pondérées par la formule de récurrence suivante 

sE>{Y) = jE,^,ay) J2 IZaJz^r's^f/iY), 
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où par convention \Z^ ,/^h\ ^ vaut lorsque s' n'est pas elliptique dans H. On peut montrer 
que la somme est à support fini. 

Pour tout s' G elliptique dans G, le groupe Gg' appartient à £{s). En particulier, l'ex- 

pression S^/,' (Y) est bien définie. On peut alors énoncer le lemme fondamental pondéré que nous 
démontrons. 

Théorème 1.4.1. — Pour tout Y G m'{K) semi-simple et G-régulier, on a l'identité suivante 

où comme précédemment la somme est à support (fini) sur les éléments s' elliptiques dans G. 

1.5. Le théorème de support. — Comme l'on dit plus haut, le théorème précédent repose 
sur une étude cohomologique de la fibration de Hitchin convenablement tronquée. Le pendant 
cohomologique du théorème précédent est le théorème llO. 7. 3l ci-dessous dont nous ne reproduirons 
pas dans cette introduction l'énoncé. Nous allons plutôt énoncer notre théorème de support qui 
est la clef du théorème 110.7.31 en ce sens qu'il ramène l'étude cohomologique de la fibration de 
Hitchin tronquée à celle de sa partie elliptique. Sur cette dernière le théorème llO. 7. 3l est connu par 
un théorème fondamental de Ngô (cf. [H]). 

La situation est la suivante. Soit k une clôture algébrique d'un corps fini. Soit G un groupe 
semi-simple défini sur fc et T C G un sous-tore maximal. On suppose que la caractéristique de k ne 
divise pas l'ordre du groupe de Weyl W de {G,T). Soit G une courbe projective, lisse et connexe 
muni d'un diviseur D effectif et pair de degré supérieur au genre de G. Soit oo un point fermé de 
G hors du support de D. Le A:-champ de Hitchin Al classifie les triplets de Hitchin {£, 9, t) formés 
d'un G-torseur £, d'une section 9 du fibré vectoriel Ad{£){D) qu'on obtient en poussant le torseur 
£ par la représentation adjointe tordue par D et d'un élément G-régulier t G t tel que t et ^(oo) 
ont même image par le morphisme canonique 

(1.5.1) g^2//G^l//W. 

Soit A le /c-schéma qui classifie les couples {ha,t) formés d'une section ha du fibré t/ /W (S^k 0{D) 
et d'un élément G-régulier i G t tel que l'image de t par t ^ i/ /W soit égale à ha{oo). La fibration 
de Hitchin f : M. ^ A est le morphisme qui à un triplet {£,9,t) associe le couple {x{9),t) oh 
Xd est une version tordue du morphisme (jl.S.ip . On a introduit dans [TU\ un ouvert tronqué 
de M formé de triplets «Ç-semi-stables» (pour des rappels, cf. section [4] ci-dessous) qui dépend 
d'un paramètre ^ qui vit dans un espace réel. Lorsque ^ est «en position générale» (au sens de la 
remarque 14.9.2p . le morphisme restreint à l'ouvert est propre (cf. théorème 6.2.2 de [TU] 
rappelé au l4.9.ip . On définit à la section [9] un ouvert A^°'^ de A. Soit l'ouvert elliptique de A 
et 

j : A"^^ n A^°" y^*^™ 

l'immersion ouverte canonique. Soit £ un nombre premier inversible dans k et une clôture 
algébrique de Q^. Pour tout entier i, soit ^W{Rf^Qg) le i-ème faisceau de cohomologie perverse 
de Rf^Qi- Voici notre principal théorème cohomologique (cf. théorème 110.5. Il ci-dessous) 

Théorème 1.5.1. — Pour tout entier i, on a un isomorphisme canonique 
sur A^""". 

On sait que le champ Ai^ est lisse sur fc. Par le théorème de Deligne, la propreté du morphisme 
implique que le complexe {Rf^Qe est pur. Il s'ensuit que les faisceaux pervers ^WiR/^Q^) 

sont semi-simples. Le théorème précédent affirme que sur A^°'^ les supports des constituants 

irréductibles rencontrent tous l'ouvert elliptique. 
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1.6. Description de l'article. — Venons-en à une brève description du contenu de l'article. 
Les premières sections (sections [5] et [3]) sont consacrées à quelques notations et compléments. 
On introduit la fibration de Hitchin tronquée à la section [D A la section [SJ on rappelle l'action 
introduite par Ngô d'un champ de Picard sur les fibres de Hitchin. Comme cette action ne respecte 
pas les fibres tronquées, on introduit à la section[6]un sous-champ qui, lui, respecte la troncature. La 
section [7] donne quelques rappels sur les courbes camérales et le faisceau des composantes connexes 
du champ de Picard introduit par Ngô. On en déduit à la section[8]une décomposition en s-parties 
de la cohomologie de la fibration de Hitchin tronquée qui généralise celle de Ngô sur la partie 
elliptique (cf. théorème 18.5. ip . A la section on introduit un certain ouvert «bon» de la base de 
la fibration de Hitchin et on donne une condition suffisante pour qu'un point de la base soit dans cet 
ouvert «bon» (théorème 19.1.3p . La section [TUl contient les principaux résultats cohomologiques : 
théorème 110.5.11 de «support» et théorème 110.7.31 qui est l'analogue cohomologique du lemme 
fondamental pondéré. A la section [TU on exprime les s-intégrales orbitales pondérées globales 
introduites à la section [TT] en termes de trace de Frobenius sur la s-partie de la cohomologie (cf. 
théorème ll2.1.ip . A la section [TU on déduit des considérations précédentes une variante globale 
du lemme fondamental pondéré (cf. théorème ll5.1.1[) . Le reste de l'article est consacré au passage 
de cette forme globale à l'énoncé local. 

1.7. Remerciements. — Nous remercions Luc Illusie, Ngô Bao Châu, Michel Raynaud et Jean- 
Loup Waldspurger pour des discussions utiles. Une partie de cet article a été écrit lors d'un séjour 
du premier auteur nommé à V Institute for Advanced Study de Princeton à l'automne 2008. Il 
souhaite remercier cet institut pour son hospitalité ainsi que la National Science Foundation pour 
le soutien (agreement No. DMS-0635607) qui a rendu ce séjour possible. 

2 Notations 

2.1. Soit k une clôture algébrique d'un corps fini Vq k q éléments. Soit G un groupe algébrique 
réductif et connexe sur k. Soit Gder le groupe dérivé de G. Soit T un sous-tore maximal de G. Soit 

W = W^ = W!f, 

respectivement le groupe de Weyl, l'ensemble de racines, resp. des coracines, de T dans G. L'appli- 
cation qui à une racine associe sa coracine induit une bijection entre <i> et Pour tout ensemble 
X, on note \X\ son cardinal (fini ou infini). On suppose dans toute la suite que l'ordre du groupe 
de Weyl |Wj?| est inversible dans k. 

L'algèbre de Lie d'un groupe désigné par une lettre majuscule est notée par la lettre gothique 
correspondante. Ainsi g et t sont les algèbres de Lie respectives de G et T. Soit 

X*(G) =Hom,(G,G„,fe) 

le groupe des caractères de G. Soit 

X,(G) =Homz(X*(G),Z) 

le groupe dual. Dans le cas d'un tore, ce groupe s'identifie canoniqucment au groupe des coca- 
ractères. On utilisera aussi par la suite les espaces vectoriels réels 

aa^X^iG) ®zM 

et 

a*a^X*{G) ®zK. 
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2.2. Soit Int l'action de G sur lui-même par automorphisme intérieur et Ad la représentation 
adjointe. Soit 

cor = caxG = q//G 
le quotient catégorique de g par l'action adjointe de G. Soit 

X = XG : ^ cor 

le morphisme canonique, qu'on appelle morphisme caractéristique. Soit 

=Xg ■ t^irc 

la restriction de xg à t. C'est un revêtement fini et galoisien de groupe W de cote- Le morphisme 
Xg est VF-invariant et induit un isomorphisme dii à Chevalley 

t//W ~ car. 

On en déduit que le schéma car est un espace affine de dimension n, oii n est le rang de G, de 
coordonnées n polynômes homogènes G-invariants sur q dont les degrés, notés ei ^ . . . ^ e„, sont 
uniquement déterminés. 

2.3. Section de Kostant. On dit qu'im clément de g est G-rcgulier si la dimension de son 
centralisateur dans G est égal au rang de G. Dans la suite, lorsque le contexte est clair, on parle 
simplement d'éléments réguliers. Soit g'^'^^ C g l'ouvert des éléments réguliers de g. 

Soit B un sous-groupe de Bord de G qui contient T et A C $ l'ensemble des racines simples de 
T dans B. Complétons ces données en un épinglage {B, T, {^a}aeA) de G. Soit X± = J2ae±A -^a 
où l'on a défini pour a S A, comme l'unique vecteur radiciel associé à la racine —a qui vérifie 
[Xa.X^a] = ■ Soit gx+ le centralisateur de X+ dans g. Kostant a montre que l'espace affine 
X- + est inclus dans l'ouvert régulier g''®^ et que la restriction du morphisme x • ^ car 
induit un isomorphisme 

X- + gx+ cor . 

Soit 

e = EG : cor ^ X_ + gx^ 

le morphisme inverse. 

2.4. Sous-groupes paraboliques et sous-groupes de Levi. — Pour tous sous-groupes M et Q 
de G, on note T'^{M) l'ensemble des sous-groupes paraboliques P de G qui vérifient M C P C Q. 
Les éléments de = T'^ (T) sont appelés les sous-groupes paraboliques semi-standard de G. 

On appelle sous-groupe de Levi de G un facteur de Levi d'un sous-groupe parabolique de G. Soit 
C = C'^{T) l'ensemble des sous-groupes de Levi semi-standard de G (au sens oiî ils contiennent 
T). 

Pour tout P Ç: T, soit Np le radical unipotent de P et Mp e C l'unique sous-groupe de Levi de 
P qui contient T. Pour tout sous-groupe de Levi M € C, soit V{M), resp. C{M) le sous-ensemble 
des P Çl T tels que Mp = M, resp. des L € £ tels que M c .L. Si l'on veut rappeler le groupe 
ambiant G, on ajoute un exposant G à ces notations. 

Soit M G £. Soit 0^ le sous-espace de Ot engendré par les coracines de T dans M. En 
considérant les racines, on définit de même le sous-espace (a^)* € a^- Le morphisme canonique 
Ot Om a pour noyau . Ce dernier a pour supplémentaire dans Ot l'orthogonal de (a^)* ce 
qui identifie à Om à un sous-espace de Ot- De la sorte, on a une décomposition 

Ot = (^T ® ClM- 

On pose 0^ = Om n o^. On a alors Om = ® Og- 

On munit l'espace vectoriel réel Ot d'un produit scalaire invariant sous l'action naturelle du 

groupe de Weyl W'^' . Les décompositions en sommes directes comme ci-dessus sont alors orthogo- 
nales. Tous les sous-espaces de Ot sont munis de la mesure euclidienne (c'est-à-dire la mesure de 
Lebesgue qui donne le covolume 1 aux réseaux de base une base orthonormale). 
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2.5. Dual de Langlands. — Soit T le tore sur C défini par 

f(C) =Homz(X4T),C^). 

Soit G un groupe réductif connexe sur C muni d'un plongement de T comme sous-tore maximal 
de sorte qu'on ait l'identification suivante entre données radicielles 

(x*(r),<i>g,x,(T),$^'^) - (x,(f),<i>f\x (?),$!). 

On dit que G est «le» dual de Langlands de G. Réciproquement, tout sous-groupe réductif connexe 
M de G qui contient T détermine, à isomorphisme près, un groupe réductif connexe M sur k muni 
d'un plongement de T dans M pour lequel on ait une identification comme ci-dessus entre les 
données radicielles de {M,T) et celles de (M,T). Les groupes M et M sont dits duaux. On 
remarquera que le groupe de Weyl est alors naturellement un sous-groupe de W'-^ . Lorsque, 
de plus, M est un sous-groupe de Levi de G, le groupe M muni du plongement de T s'identifie au 
sous-groupe de Levi M G C'^{T) défini par la condition 

I T 

Dans la suite, par abus, on ne distinguera pas dans les notations un groupe algébrique sur C 
de son groupe de points à valeurs dans C. 

2.6. Soit M e Cet P e V{M). Soit p l'algèbre de Lie de P. Soit 

XP : p caxp = P//P 

le morphisme canonique de p sur son quotient adjoint. La restriction de ce morphisme à m est 
M-invariant et induit un isomorphisme de carj\/ = m/ /M sur carp (cf. lOJ lemme 2.7.1). On a, 
de plus, un diagramme commutatif dont la second flèche horizontale est la projection donnée par 
la décomposition canonique p = m ffi np. 



(2.6.1) 



m ■ 



caxM 



carp 



■ m 



■ catM 



Soit p''°s = p n Q^^^ l'ouvert de p formé des éléments G-réguliers. 

Lemme 2.6.1. — Soit Xi et X2 dans p tel que xp(^i) — Xpi-^2)- Si Xi et X2 sont tous deux 
semi-simples ou tous deux G-réguliers, il existe p G P qui conjugue Xi et X2. 

Démonstration. — Tout élément semi-simple de p est évidemment conjugué sous P à un élément 
de t. Le résultat est donc évident si Xi et X2 sont tous deux semi-simples. 

Soit X p et X = Xs -\- Xn sa décomposition de Jordan. Montrons qu'on a xp(X) — xp{Xs)- 
Quitte à conjuguer X par un élément de P, on peut déjà supposer qu'on a Xg 6 m. Soit la 
projection de Xn sur m (selon la décomposition p = m np). Alors la projection de X sur m 
admet Xs -\- X^ comme décomposition de Jordan. On sait bien qu'on a xm{Xs + X'J ~ xm(A^s)- 
Il s'ensuit qu'on a 

xp{Xs) = xm{x;) = xm{Xs + x'n) = xpix) 

par le diagramme commutatif (j2.6.1|) . 

Soit Xi et X2 deux éléments G-réguliers de p tels que xp(Xi) = xp(^2)- H s'agit de montrer 
qu'ils sont conjugués sous P. D'après ce qui précède, les parties semi-simples dans les décompositions 
de Jordan de Xi et X2 sont conjuguées sous P. Quitte à conjuguer X2 par un élément de P, on 
peut supposer qu'elles sont égales à un élément Y Cz p. 
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Quitte maintenant à considérer Gy le centralisateur de Y dans G, qu'on sait être un groupe 
réductif connexe, et son sous-groupe parabolique Gy H P, on est ramené au cas où Xi et X2 
sont nilpotents et G-réguliers. On sait bien que de tels éléments sont conjugués par un élément 
g G G. Montrons qu'on a nécessairement g G P ce qui conclura la démonstration. Soit Bi et B2 
deux sous-groupes de Borel tels que, pour i = 1,2, on ait Xi G bi et Bi C P. Ces groupes sont 
uniquement déterminés. En particulier, puisque Kà{g)Xi = X2, on doit avoir gBig~^ = i?2. Donc 
les sous-groupes paraboliques gPg~^ et P qui sont conjugués et contiennent le même sous-groupe 
de Borel à savoir i?2, sont égaux. Il s'ensuit qu'on a g e P ce qu'il fallait démontrer. 

□ 

2.7. Factorisation du discriminant. — Soit M un sous-groupe réductif connexe de G gui 
contient T. Soit M un groupe réductif connexe sur k muni d'un plongement de T et dual de M . 
On a des inclusions <i>*^ C et VK^^ C W'~^ . On a donc un morphisme 

Xg : carA/ carc 

qui vérifie Xg ° xïi ~ Xg- Lorsque, de plus, on a M e C'~^{T), le morphisme Xg ° Xm est la 
restriction de XG à m. 

Soit B G V{T) un sous-groupe de Borel et $^ les racines de T dans B. Pour toute racine 
a G soit da G fc[t] sa dérivée. Les éléments de fc[t] définis par 



i?^^= \[ da 



et 

sont W^*^-invariants : ils se descendent donc en des fonctions régulières sur catM- C'est clair pour 
le premier qui n'est autre que le discriminant de Weyl. Pour le second, cela résulte de la formule 



pour tout u; G 011 £{w) est la longueur de w (cf. |9j chap. V, §5.4 proposition 5) et de la formule 

Notons que Rfj ne dépend du choix de B qu'à un signe près. Soit carj^j'"^"^ l'ouvert oil D^^ ne 
s'annule pas. C'est précisément le lieu oii le morphisme Xm étale. On ne le confondra pas avec 
l'ouvert carjyj™^ 011 le discriminant pour G 

D'' = D'\Rf,f 

ne s'annule pas. Seul ce dernier interviendra dans la suite et on pose 



G- reg 



On notera que la fibre de xm au-dessus de cav^f est l'ouvert de m formé des éléments semi-simples 
G-réguliers. L'ouvert f''^ est l'ouvert formé des éléments G-réguliers. 



3 Compléments sur les centralisateurs 

3.1. Centralisateurs. — Pour tout sous-groupe parabolique P G V'^{T), soit le schéma en 
groupes des centralisateurs sur p défini par 

1^ ^{{p,x)ePxkP I Adip)x^x}. 
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On a le lemme suivant. 



Lemme 3.1.1. — Le morphisme canonique 1^ induit un isomorphisme 

tP ~ tG 



(3.1.1) 



sur l'ouvert 

En outre, les schémas en groupes ^|^rog et I^t,,s sont coniniutatifs et lisses surp'^''^. 

Démonstration. — Le morphisme (|3.1.ip est un isomorphisme si et seulement si, pour tout 
X g p™s^ le centralisateur Gx de X dans G est inclus dans P. En utilisant la décomposition de 
Jordan X = Xs+Xn, on a Gx = Gx, f^Gx„ et Gx, est un groupe réductif connexe puisque Xg est 
semi-simple. Comme PCiGx, est un sous-groupe parabolique de Gx, et que X„ est Gx^-réguher, 
on est ramené au cas oii X est nilpotent, ce qu'on suppose désormais. Soit i? C P un sous-groupe 
de Borel dont l'algèbre de Lie contient X. Par G-régularité de X, un tel sous-groupe de Borcl est 
unique donc Gx est inclus dans le normalisateur de B dans G qui est B, donc qui est inclus dans 
P. 

On sait bien que -^l'^reg est un schéma en groupes commutatifs lisse sur Par changement 
de base, il en est de même de I^r^g et donc de /|^rog. O 

3.2. Centralisateurs réguliers. — Soit M e C'~^{T) un sous-groupe de Levi semi-standard. 
Soit em une section de Kostant du morphisme caractéristique xm '■ — > carM (cf. ^ 12.3p . Cette 
section est à valeurs dans l'ouvert des éléments M-réguliers. Soit 

jM _ ^* jM 
J — £m-^ 

qu'on appelle le schéma en groupes des centralisateurs réguliers sur carjv/- C'est un schéma en 
groupes commutatifs, lisse sur catM (cf. lemme [ÏÏ^l.ip . 
A la suite de Ngô, on introduit l'isomorphisme 

(3.2.1) (Xg^'^)Ib- ^^s'ïeg 

qui, à un couple {g, X) dans G x^q'^'^s ^gj q^g Ad{g)eG{xG{X)) — £g{xg{X)), associe {hgh~^,X) 
où h est un élément de G tel que Ad{h)eG{xG{^)) = X- Comme X et eG{xG{^)) sont G-réguher 
et ont même image dans carc, un tel h existe et est bien défini à translation près à gauche par un 
élément du centralisateur Gx de X. Par G-régularité de X, on sait que Gx est commutatif. Le 
morphisme p.2.ip est donc bien défini et c'est clairement un isomorphisme. Voici une proposition 
qui généralise légèrement la proposition 3.2 de [23] • 

Proposition 3.2.1. — Pour tout P e J-^{T), il existe un unique morphisme de schémas en 
groupes 

qui prolonge l'isomorphisme 



obtenu par composition de la restriction àp''°s du morphisme Ii3.2.1\) avec l'isomorphisme du lemme 

[nu 

En outre, le diagramme ci- dessous est commutatif 




9 



où la flèche verticale est l'injection canonique et la flèche diagonale est la restriction à p du 
morphisme Xg'^'^ ~^ ■ 

Démonstration. — Comme le schéma (x^ J'^)|p est normal, que le complémentaire p — p''°s est 
de codimension ^ 2 dans p et que est afïine, le morphisme 

se prolonge de manière unique en un morphisme de schémas en groupes sur p. Le même argument 
montre que, puisque le triangle (|3.2.2p est commutatif sur p'^^^, il l'est aussi sur p. □ 

3.3. Dans ce paragraphe, on démontre la proposition suivante. 

Proposition 3.3.1. — Soit M G C^{T) un sous-groupe de Levi. Il existe un unique morphisme 
de schémas en groupes sur cavM 

(3.3.1) (XgTJ^ ^ MM) ®z G™,,ctM 
tel que pour tout P e V^{M) on ait un diagramme commutatif 

(3.3.2) XÏ.(xf ) V« = {xhJ%P 



où 

- la flèche diagonale est déduite du morphisme \3.3.1]) par le changement de hase 

Xp-p-^ car A/ ; 

- la flèche horizontale est celle définie dans la proposition \3.2.1\ : 

- la flèche verticale est induite par le morphisme canonique 

P X,{P) ®% Gm,k = X,{M) ®z Gm.k. 

Remarque 3.3.2. — Le Z-module X^{M) est libre de rang fini égal à la dimension du centre de 
M. Par conséquent, X^,{M) ®x Gm,k sst un tore sur k du même rang. 

Démonstration. — Considérons les deux projections pi et p2 

P -XcavM P ^ P- 

Soit p = xp ° Pi = Xp °P2- Par descente fidèlement plate par le morphisme xpj il s'agit de voir 
que le morphisme 

(3.3.3) xUxg TJ'^ ^ MM) ®z G„^p, 

qui fait commuter le diagramme (|3.3.2p . appartient au noyau de 

Homp((xG^'^)|p,^*(A^) ®z G™,p) =t Hompx,„,^^p(p*(xG )*./'=^,X4M) ®z G,„,px,„^^p). 

Il suflît de le vérifier au-dessus de l'ouvert p™^ Xcarj,, p'°^- Or, pour i — 1,2, l'image du morphisme 
(I3.3.3P par p* s'explicite sur l'ouvert p'''^^ x^^^^^ p'^°s comme l'application qui, à {g,Xi,X2) G 
G Xfc p"g x,„,„ p'-^g tel que Ad{g)eGixGiX,)) = £g(xg(^ï)), associe 

A e X*{P) ^ X{h,ghr^), 
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où hi conjugue eG{xG{Xi)) et Xi. Notons que high~^ appartient au centralisateur Gxi de Xi dans 
G donc appartient à P (rappelons l'inclusion Gjf. C P, cf. lemnie Or on sait que Xi et 

X2 sont conjugués dans P (cf. lemme [^6.ip . Il s'ensuit qu'on a /i2 G PGx^hi C P/ii. On a donc, 
pour tout A G X*(P), 

\{high^^) = A(/i2.gft.2^^), 

ce qui était l'égalité à vérifier. 

On a donc montré l'existence du morphisme (|3.3.ip qui rend le diagramme (|3.3.2|) commutatif 
pour un sous-groupe parabolique P £ V{M). On va maintenant vérifier que le morphisme p.3.ip 
qu'on vient de définir ne dépend pas du choix de P. Sur l'ouvert dense cat^ où D'^ ne s'annule pas, 
le morphisme p.3.ip est l'application qui, à un couple (5, a) S Gy.kCO.XM tel que A(i{g)eG{xG i^-)) — 
£g(Xg (^))' associe A G X*{P) i-> \{hgh^^) où h £ G est tel que Ad{h)eG{xG i^ï) appartienne à 
la fibre de xp au-dessus de a. Un tel élément h existe : soit F G m tel que XpO^) — Alors Y est 
semi-simple et G-régulier donc G-conjugué à saixc i'^))- Un tel h est bien défini à un élément de 
P à droite près : la fibre de xp au-dessus de a est une P-classe de conjugaison (cf. lemme [2?6.ip . En 
particuher, X{hgh~^) est parfaitement défini pour tout A G X*{P) (par un argument déjà évoqué, 
on a hgh~^ G P). Il est clair qu'on aurait pu tout aussi bien définir h comme un élément de G tel 
Ad(/i)£G'(xcf(a)) appartienne à la fibre de xm au-dessus de a, d'où l'indépendance en P. □ 

3.4. Description galoisienne de J*^. — On laisse le soin au lecteur de vérifier le lemme suivant. 
Lemme 3.4.1. — Le morphisme 

de la vrovosition \3. 3. ï\ est W -équivariant où l'action sur le but est l'action diagonale de W . 

Pour tout t-schéma X, soit {xg)*^ le corc-schéma obtenu par restriction des scalaires à la 
Weil de X (rappelons que le fc[corG]-inodule A;[t] est libre de rang fini, égal à l'ordre de W). Le 
morphisme d'adjonction J'^ (Xg)*(Xg)*"^'^ ^® factorise par le morphisme 



où l'exposant W désigne le sous-schéma des points fixes sous W. En utilisant la M^-équivariance 



du morphisme (xg)*"^*^ ~^ A'»(T) (J^z 'Gm,i (cf. lemme l3.4.ip . on obtient un morphisme 



(3.4.1) J*^ (X^T) ®z {xl)*Gm.i)^ 

où le but est le sous-schéma fermé des points fixes sous W dans X*(T) 'S'zx'^^m,i ; c'est d'ailleurs 
un schéma en groupes commutatifs lisse sur catG (cf. 24] lemme 2.4.1) dont l'algèbre de Lie, vue 
comme un Ocax:G~'^odu\e, est 

Lie((X,(T) (xS)*G™,t)^) = {X,{T) ®z (xG)*'^t)'^. 

Rappelons la proposition suivante, due à Ngô, qui fournit une description «galoisienne» de l'algèbre 
de Lie de J*^. 

Proposition 3.4.2. — Le morphisme 

J*^ {X^IT) ®z (xS)*G™,t)^ 

est un isomorphisme sur l'ouvert cor^^. Il induit par ailleurs un isomorphisme entre les sous- 
schémas ouverts des composantes neutres des fibres. En particulier, ce morphisme induit un iso- 
morphisme entre les algèbres de Lie vues comme Ocato -''modules 



Lie(J^) = {X,{T) ®z {xl)*0,) 



w 



Démonstration. — On renvoie le lecteur à [24] proposition 2.4.2 et corollaire 2.4.8. □ 
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4 La fibration de Hitchin tronquée 



4.1. Soit C une courbe projective, lisse et connexe sur k de genre g. Soit D = 2D' un diviseur 
effectif de degré > 2g et cxd un point de C(fc) qui n'est pas dans le support de D. Soit Cd le 
îjm.fe-torseur sur C associé à D, muni de sa trivialisation canonique sur l'ouvert complémentaire 
du support de D. Pour tout fc-schéma V muni d'une action de Gm,k, soit 

Vd = Cd x-l"^-" V 

le produit contracté : c'est un schéma sur C qui est une fibration localement triviale de fibre type 
V . Soit M G C{T). L'action par homothétie du groupe multiplicatif Gm,k sur i induit une action de 
Gm.fc sur carM pour laquelle le morphisme caractéristique xïi est (G„i_fe-équivariant. Par produit 
contracté avec Cd , on obtient des C-morphismes 

Xm,d : cavM,D 

et, pour tout P e ■p(M), 

Xp^d ■ pD caxM.D ■ 

4.2. Champ de Hitchin. — C'est le champ algébrique noté Ai — Ma qui classifie les triplets 
de Hitchin m = {£, 9, t) où : 

- £ est un G-torseur sur C ; 

- 0ei/O(C,Adz3(f)); 

- t G i^-'"'^ avec x(i) = x(é'oo) dans carc. 
On a noté 

kàD{£) ^ £ y."^'^"" QD 

le fibré vectoriel sur C obtenu lorsqu'on pousse le G-torseur £ par le morphisme 

AdD : G ^ Aut(flr,) 

induit par l'action adjointe. 

Soit [ad/G] le champ sur G défini comme le quotient de par G G. Par définition, pour 
tout G-schéma test S, le groupoïde [qd/G\{S) est le groupoïde des couples {£,9) où £ est un 
G-torseur sur S et 9 est une section sur S de Ad_D(£) = £ x^'^*^" qu- 

Le morphisme xg est à la fois Gm.fc-équivariant et G-invariant. Il induit donc un morphisme 
de G-champs 

(4.2.1) [xg,d] : [sD/G]-^catGM- 

On peut alors donner une définition équivalente de M. Soit S un fc-schéma test. La donnée 
d'un triplet m = {£, 9, t) G M.{S) est équivalente à la donnée d'un couple m = (/im, t) formé d'un 
G-morphisme 

: C XkS ^[qd/G] 

et d'un point t G i^'^^{S) qui vérifie 

{[xg,d\ o /i™)(oos) = XgW 
où 005 se déduit de 00 par le changement de base S ^ k. 

4.3. Lissité de M. sur k. — On a la proposition suivante due à Biswas et Ramamanan. 
Proposition 4.3.1. — (cf. JEI et 124^ théorème 4-14-1) Le champ algébrique Ai est lisse sur k. 

4.4. Espace caractéristique. — Dans la (seconde) définition de Al, si l'on remplace le champ 
quotient [qd/G] par le quotient catégorique de par G, qui n'est autre que cavG,D, on obtient 
un schéma quasi-projectif, lisse sur k, noté A = Ag et appelé espace caractéristique, qui classifie 
les couples a — {ha,t) on 
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- ha€H°{C,cavG,D); 

- t e t<^-''°s avec x{i) = Kioo). 

Pour chaque M e C{T), on dispose de la base Am de la fibration de Hitchin pour M et d'un 
ouvert 

J^'''^ c Am 

où l'on demande que t soit dans t'^"™s c t*^"'°g. Le niorphisme 
(4.4.1) x'é ■■ A'ir^ A 

qui envoie (/i, i) sur {xg d ° ^) ''^^ '^'^^ immersion fermée (cf. lÛ proposition 3.5.1). 

Dans la suite, seul interviendra l'ouvert A']^/'^'^^ que l'on notera dorénavant simplement Am- 

Définition 4.4.1. — La partie elliptique „4°" = A°q de A est l'ouvert complémentaire de la 
réunion des Am pour M e C{T), M ^ G. 



On notera que l'ouvert elliptique est non vide pour des raisons de dimension. On définit de 
même A'f}. On a la proposition suivante (cf. fTU] proposition 3.6.2). 

Proposition 4.4.2. — Le schéma Ag est la réunion disjointe des sous-schémas localement fermés 
Afj pour M e C{T) 

Ag= U 

MeC<^{T) 



4.5. Fibration de Hitchin. — On la définit comme suit à l'aide du morphisme [xG,n] de la 
ligne gXH). 

Définition 4.5.1. — La fibration de Hitchin est le morphisme 

f = fG-M^A 

qui envoie m = {km, t) sur a = {[xg,d] ° hm,t). 

Soit a = {ha,t) E A. La fibre de Hitchin Ma = /^^(a) classifie les sections km du champ 
[go /G] qui rendent le diagramme ci-dessous commutatif 

(4.5.1) " 




CaVG,D 

4.6. Réduction d'un triplet de Hitciiin. — Soit m = {hm,t) G A4g et P £ V{M) un sous- 
groupe parabolique de G de Levi M G C-{T). Une réduction de m à P est, par définition, la donnée 
d'une section 

hp:C^ [Pd/P] 

du C-champ quotient, noté [p/j/P] de p£) par P x^. G qui vérifie les deux conditions suivantes : 

1 . on a km = ip o hp où 

ip : [Pd/P] ^ [gn/G] 

est le morphisme canonique ; 

2. le couple {hap,t) défini par 

Kp = [xp.d] ° hp, 
appartient à Am, autrement dit on a 

hap{oo) = Xp{t)- 
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Avec les notations ci-dessus, si hp est une réduction de m à P, on a le diagramme commutatif 
suivant : 



(4.6.1) 




ha 



Il est clair sur le diagramme ci-dessus que pour que m admette une réduction à P il faut que 
/(m) appartienne à Am- En fait, cela suffit. Plus précisément, on a la proposition suivante (cf. 
proposition 4.10.1 de ^TU\). 

Proposition 4.6.1. — Soit m € Mg et M G C{M) tel que f{m) G Afj (cf. proposition \4.4.2\ ). 

Pour tout P G J-'{ÂI), il existe une et une seule réduction hp de m à P. 

4.7. Degré degp. — Pour tout schéma en groupes H sur C, soit B(iî) le C-champ classifiant de 
H dont le groupoïde B{H){S), pour tout C-schéma test S, est le groupoïde des H Xc S'-torseurs 
sur S. Ce champ est encore le quotient de C par H agissant trivialement. 

Le morphisme structural pu ^ C induit un morphisme de C-champs 

(4.7.1) [pD/P]^B{PxkC). 

Par ailleurs, le morphisme évident P — > X^{P) >S>z ^m.k induit un morphisme de C-champs 

(4.7.2) B(PxfeC) ^B(X4P)®zG™,c)- 
On a un morphisme 

B(G„,^c)(C) 

donné par le degré d'un Gm.c-torseur. On en déduit de manière évidente un morphisme 

(4.7.3) B(X,(P) ®z Gm.c)(C^) X.,{P). 

En composant le morphisme (|4.7.3p avec les morphismes (|4.7.ip et (|4.7.2p . on obtient un morphisme 
degré 

(4.7.4) degp : [pz3/P](C) ^X,(P). 

4.8. Convexe associé à m G M-. — Soit M G C{T) et m G tel que /(m) G A°^\. Pour tout 
P G P(M), soit hp l'unique réduction de m à P (cf. proposition 14.6. 1| . On a défini en (|4.7.4p le 
degré Aegp{hp) de la section hp de [po/P]- 

Soit Cm C aT, le convexe obtenu lorsqu'on translate l'enveloppe convexe des points 

-àegp{hp) G X^{P) = X,{M) C an 
pour P G V{M) par les vecteurs du sous-espace © ac- 

4.9. La ^-stabilité. — Soit ^ G ar- Soit to G A^. On dit que m est ^-semi-stable si le convexe 
C„i du paragraphe 14.81 contient ^. Soit AA^ le sous-champ de formé de points ^-stables et 

= X x^c A%^ 
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l'ouvert elliptique de M. Soit 

/« : A<« ^ Ag 

et 

joli . ^cll ^ _^oll 

les restrictions du morphisme de Hitchin / à AA^ et 

Voici le principal résultat de |10j {ibid. proposition 6.1.4 et théorème 6.2.2). 

Théorème 4.9.1. — Le champ M.^ est un sous-champ ouvert de A4, donc lisse surk, qui contient 
l'ouvert elliptique A^°''. 

Si G est semi-simple et si ^ est en position générale , le champ Jvi^ est un champ de Deligne- 
Mumford et le morphisme est propre. 

Remarque 4.9.2. — L'expression ^ en position générale signifie que ^ n'appartient pas à certains 
hyperplans rationnels de (cf. [lO] définition 6.1.3). Elle implique en particulier que pour un 
triplet de Hitchin les notions de Ç-semi-stabilité et ^-stabilité sont équivalentes. 



5 Action du champ de Picard J'a 

5.1. Action de Grm.k sur les centralisateurs. — On a défini au § 13.21 le schéma en groupes 
J'^ des centralisateurs réguhers sur g. Soit {g, a) € J'^ et x G Gm^k- Les éléments de q'^'^^ définis 
par eoix • a) et x ■ scia) {où ■ désigne respectivement l'action de Gm,k sur carc définie au 14.11 
et l'action de Gm,k sur g par homothétie) sont G-conjugués puisqu'ils ont même image par XG- H 
existe donc € G tel que 

eaix ■ a) = Ad{hx){x ■ eda)). 

On peut vérifier que h^gh^^ centralise eG{x ■ a) et que cet élément ne dépend pas du choix de 
(les centralisateurs réguliers étant commutatifs) . On pose alors 

X ■ {g, a) = {h^gh^^,x- a) 

ce qui définit une action de Gm,fc sur J'^ pour laquelle le morphisme canonique caxc est 

Gm^fc-équivariant. Par la construction du 14.11 on en déduit mi schéma en groupes J§ au-dessus 
de cavG,D- 

Pour tout sous-groupe parabolique P G ^{T), le schéma en groupes sur p des centralisateurs 
est muni de l'action de Gm,k définie pour tous x G Gm.fe et {p, X) G par 

x-{p,X)^(p,x-X) 

où • est l'action par homothétie de G„i,fe sur p. De nouveau, la construction du § 14.11 donne un 
schéma en groupes l£ au-dessus de p£>. 

Il résulte de la proposition 13 . 2 . Il que le morphisme {Xg'^^)\p ^ V défini est Gm.k- 

équivariant. On en déduit un morphisme de schémas en groupes 

(5-1.1) {xh,DJë)\po ^ Id 

au-dessus de pu. 

Soit M 6 C{T) et Xg.d ■ cQ'^m.d car^D le morphisme déduit du morphisme G„i,fc- 
équivariant Xg ■ d'^Af ^ cot^G- H résulte de la proposition 13 . 3 . Il qu'il existe un unique morphisme 
de schémas en groupes 

(5.1.2) iXG^DTJê - MM) ®Z G™,car.,,. 

qui, pour tout P G V{M), est le composé de (jS.l.ll) avec le morphisme évident 

IS^X,{M) 0z 
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5.2. Le champ de Picard Ja- — Soit a = {ha,t) G A. Soit 

T ^ u* jG 
•Ja — n-a'-'D- 

C'est un schéma en groupes commutatifs lisse sur C. Soit J'a le fc-champ des Ja-torseurs au- 
dessus de C. Plus exactement, pour tout fc-schéma test S, le groupoïde Ja{S) est le groupoïde des 
C-morphismes 

Cxfc5^B(J,). 

Comme le schéma en groupes Ja est commutatif, le produit contracté de deux Ja-torseurs est 
encore un Ja-torseur. Ce produit fait de J^a un champ de Picard au-dessus de Spec(fc). 

5.3. Morphisme degré. — Soit M G C{T) et cm = {f^aM,t) G Am- Soit a l'image de qm dans 
Ag par le morphisme Xg , cf. 1. (|4.4.1|) . On a donc ha = Xg,d ° et J g = /i^^ {Xg,d)*Jd- Par le 
changement de base ha^ ■ C carjv/.D, on déduit du morphisme (I5.1.2P le morphisme de schémas 
en groupes 

et le morphisme de C-champs de Picard entre les classifiants 

(5.3.1) B(Ja) ^ B(X,(A/) ®z G„,c)- 
Comme on dispose d'un morphisme degré, cf. l. (|4.7.3p . 

on en déduit, par composition, un morphisme degré 

(5.3.2) degM : Ja ->^*(Af) 

pour tout a G Am, qui est un homomorphisme de champs de Picard (si l'on voit X^{M) comme 
un fc-champ de Picard constant). 

Proposition 5.3.1. — Soit M G L deux sous-groupes de Levi dans C'^{T). Soit 

: X,{M) ^ X,{L) 
la projection duale du morphisme de restriction 

X*{L) X*{M). 

Soit a G Am ■ On a l'égalité suivante entre morphismes de Ja dans X*(i) 

VÏ ° degM = degi . 



Démonstration. 

commutatif 



Soit Q G 7'(L) et P G V{M) tels que P C Q. Partons du diagramme 



Rappelons qu'on a défini au 
ci-dessus, on a l'égalité 




tOXM 



catG 



un schéma en groupes sur carg. D'après le diagramme 



Xp(XG)V« = (XQ(xè)V«)l, 
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On a donc un diagramme 

(5.3.3) xUxgYJ^ ^X,(Af)®zG. 




OÙ la flèche horizontale est celle définie en p.3.1|) proposition 13.3.11 la flèche diagonale est celle 
définie (|3.3.1|) relativement à L et restreinte à p, enfin la fièche verticale est induite par p^^. 
Montrons que le diagramme (|5.3.3p est commutatif. Il suffit de le vérifier au-dessus de l'ouvert 
dense p'^^^. Le morphisme horizontal, resp. diagonal, de (I5.3.3P se factorise par , resp. (cf. 
proposition 13 . 3 . I|) . On a donc un diagramme 




dont il s'agit de vérifier la commutativité. Or, le premier triangle est formé uniquement d'iso- 
morphismes et est clairement commutatif (cf. lemme [3.1.11 et (|3.2.ip ). On vérifie sans peine la 
commutativité du carré de droite. 

Pour tout a G Aa[, on déduit de la commutativité de (j5.3.3[) un diagramme commutatif 

B(Ja) ^ B(X,(M) ®z Grn,c) 




B(X,(i) ®z G„,c) 

où la flèche verticale est induite par et les autres flèches sont données par la ligne (|5.3.ip . Pour 
conclure, il suffit d'invoquer la commutativité du diagramme 

B(X,(Af) ®z G„,c)(C) ^ X,{M) 



B(X4L) ®z G,„,c)(C) ^ X,{L) 

oit les morphismes horizontaux sont les degrés et les morphismes verticaux sont induits par . 

□ 

5.4. Quotient champêtre des centralisateurs. — Soit P G T^{T) un sous-groupe parabolique 
semi-standard. On définit une action du groupe P sur le schéma en groupes ainsi : pour tout 
h & P et tout {p, X) G , on a 

h ■ {p,X) ^ {hph-\Ad{h)X). 

Cette action commute à l'action de Gm,k par homothétie sur le premier facteur. On en déduit 
donc une action de P sur l£ pour laquelle le morphisme l£ ^ pD est P-équivariant. 

Le champ quotient [I^ /P] définit un schéma en groupes au-dessus du champ [p d / P] . Soit h p 
une section au-dessus de C du champ [p^/P]. En tirant en arrière le champ [I^/P] par la section 
/ip, on obtient un schéma en groupes sur C noté h*p[I^/P]. Donnons une description concrète de 
ce groupe : la section hp s'identifie à la donnée d'un P-torseur sur C ainsi que d'une section 9 de 
KAP,D{£) = £ x^'*'^ pD- Le schéma en groupes h*p[I^/P] est le schéma en groupes K\iip{£,9) 
des automorphismes de £ qui centralisent 9. 
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On définit une action du groupe G sur le schéma en groupes Xq J de la manière suivante : 
pour tout /i e G et tout (g, X) G J'', on a 

h.{g,X) = {g,Ad{h)X). 

On vérifie que cette action commute à celle de G„i,fc (déduite de celle définie sur J'^ au paragraphe 
15.11 On en déduit une action de G sur Xg d'-^d- vérifie que le morphisme 

(Xg,I5'^I))1pd ^ 

défini au paragraphe EU] est P-équivariant. 

Le champ quotient [{xh 0^0)/^] définit un schéma en groupes commutatifs lisse sur [qd/G\. 
Comme l'action de G sur le premier facteur de xh"^^ triviale, on a l'identification naturelle 

(5.4.1) [{xh,DJë)/G] = [xg.dVJE, 

où l'on distingue les morphismes xg.d ■ Qd ^ cai^cn (cf. M.l^i et [xg.d] ■ [Bd/G] corcu, cf. 
(lïXTIl . 

5.5. Action de Ja sur Ma- — Soit a = {ha,t) & A et m = {hjn,t) G Ma- On a défini au ij 15.21 
un schéma en groupes Ja sur G. D'après le diagramme (|4.5.ip et la ligne (|5.4.ip du paragraphe 
15. 4( on a aussi 

(5.5.1) Ja = KAxcDVJë - KA{xhMJë)/G]. 

Le morphisme xh D'^d ~^ défini en (|5.1.ip du paragraphe 15.11 est G-équivariant (cf. 15.4p . On 
en déduit un morphisme de schémas en groupes 

(5.5.2) Ja = KAixh,DJE)/G] - K^[lE/G] = Aut(m). 

La dernière égalité identifie h*^[Ij^/G] au schéma en groupes Aut(m) des automorphismes de m 
(cf. §[531). 

On fait alors agir le champ de Picard j7o sur le fibre de Hitchin Ma de la façon suivante : à 
tout m G Ma et tout J^-torseur j on associe le produit contracté 

j ■ m — j x'^'^ m 

où Ja agit sur m via le morphisme Ja — > Aut(m) (cf. l. ()5.5.2p ). On vérifie que j x'^" m G Ma- 

Proposition 5.5.1. — Soit a £ A°^} et m ^ Ma- Pour tout j G J^a, les convexes associés à m et 
j - m (cf. \4-8\ l sont translatés l'un de l'autre- Plus précisément, on a 

Cm = Cj.rn + degMij) 

où deg^,/ est le morphisme degré défini en ll5-3.2\) du ^5-3\ 

Démonstration. — Soit P G ■P(M) et h p la. réduction correspondante de m à P (cf. proposition 
14.6. ip . En examinant le diagramme 14.6.11 on s'aperçoit qu'on a 

Ja = h*pl*p[xG.D]*jE- 

On vérifie qu'on a l'identification suivante de schémas en groupes sur [pjj/P] 

^*p[XG,DrJE = [iJE)\po/P]- 

Le morphisme de schémas en groupes sur [qd/G] déduit du morphisme G-équivariant (|5.1.ip 
(pour P — G) donne un morphisme (cf. aussi (|5.4.ip ) 

[xg,d]*JE - [lE/G]- 
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Il résulte de la proposition 13.2.11 que le morphisme qui s'en déduit 



^*p[XG,DYJ% = [{J'è)po/P] ^ ^*P[ID/G] 

se factorise par 

où cette dernière flèche se déduit du morphisme P-équivariant (|5.1.ip (l'équivariance est discutée 
au 15.4p . Par conséquent, le morphisme 

Ja~^h*^[I%/G]= AMt{m) 

se factorise par 

(5.5.3) Ja h*p[l£/P] ^ Aut(/ip). 

En particulier, si j est un Ja-torseur, l'action de j sur m envoie la P-réduction hp sur j x'^"^ hp 
(où Ja agit sur hp via (|5.5.3p ) qui est nécessairement l'unique P-réduction de j - m. La proposition 
résulte alors de l'égalité, évidente sur les définitions, 

degp(j x-'" /ip) = degM(j) + deg p{hp). 

□ 



6 Morphisme degré et champ de Picard J' 

6.1. Espace topologique {C'~^). — Soit {£^) l'espace topologique sobre dont l'ensemble sous- 
jacent est l'ensemble = C'^{T) et dont la topologie est la moins fine pour laquelle les parties 
C^^ pour M G Cp sont fermées. 

Soit M C L deux éléments de C'^{T). Soit X^{L)i^m le faisceau constant sur de valeur 

X^{L). Soit 

l'inclusion canonique. Soit iM,*{X^,{L)cM) le faisceau sur (C^) à support dans jC*^ et dont la fibre 
en tout point de C^'^ est X*(L). On a un morphisme 

(6.1.1) iMAX*{M)cM) iMAX*{L)cM) 

induit par le morphisme : X»(Af) X^,{L) (ci. I5.3.1|l . D'autre part, on a un morphisme 

(6.1.2) iL,*{X*{L)cA —fiM,*{^*{L)c") 

qui, fibre à fibre, est le morphisme identique de X*(L) en un point de et qui est nul en dehors 
de C^'. 

On définit alors un double morphisme 

(6.1.3) imAX*{M)cm)^ imAX*{L)cm) 

MCL 

de la manière suivante : sur chaque composante iM,*{X^,{M)£^M), pour M G C'^ , la première flèche 
est obtenue par composition de la somme des morphismes (|6.1.ip pour L G C'~^{M) avec l'inclusion 
canonique 

iM,*(-^*(i)£A-f) ^ iM,*{X^{L)cM) ; 

MCL 
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le seconde est obtenue, sur la composante ,,(X*(_L)£l), pour L G C'^ , par composition de la 
somme des morphismes (|6.1.2I) pour M G C^{T) avec l'inclusion canonique 

MeC^(T) M.LecG(T) 

MCL 

On notera que, dans la double flèche (|6.1.3p . chaque composante iM,*{X^{L)£M) du but (avec 
M C L) ne reçoit par chaque flèche qu'une composante de la source, à savoir iM.*{X^{M)£M) par 
la première flèche et (i)£L) par la seconde. 

Soit IC le noyau du morphisme double (|6.1.3p . On laisse au lecteur la vérification du Icmme 
suivant. 

Lemme 6.1.1. — Le faisceau IC est le faisceau constructible sur {C^) dont la fibre ICm en M G L'^ 
est le li-module X, (Af) et dont la flèche de spécialisation ICm ^ ICl, pour M et L dans C'^ tels 
que M C L, est le morphisme p^ : X, (A/) Xf,{L) (cf. vrovosition 1 5. 3. 1]) . 

6.2. Le faisceau X sur Aq- — Soit 

(6.2.1) Ag - {C") 

l'application de valeur M sur chaque partie localement fermée Afj pour M G C'^{T) (cf. propo- 
sition gX!!) . 

Lemme 6.2.1. — L'application 116.2. 1]) est continue. 

Démonstration. ~ Soit M G C^{T). L' image réciproque de la partie fermée (T) est la 
réunion des Af^^ pour L G C'^^ [T] qui s'identifie au fermé Am (cf. (|4.4.ip et proposition l4.4.2( ). □ 

Soit X le faisceau constructible sur Ag définie comme l'image réciproque par l'application 
continue (|6.2.ip (cf. lemme [6^2. ip du faisceau /C sur {C^). Ce faisceau est donc constant de valeur 
X*(M) sur Af}, pour M G C^{T). 

6.3. Le champ de Picard J . — Soit 

(6.3.1) hA-C y,kA^ zatG.D 

la flèche canonique qui à un triplet (c, ha^t) G C ^ associe haie) G carG.D- Soit 

le schéma en groupes commutatifs, lisse sur C Xj^ A, obtenu comme l'image réciproque de J§ par 
le morphisme h a de (|6.3.ip . Tout a — {ha, t) G A{k) définit par changement de base un morphisme 
ac : C ^ C A qui, composé avec /i^, donne ha. Le schéma en groupes sur C défini par a*(jjj( 
n'est autre que le schéma en groupes noté Ja défini au ii5.2l 

Soit B(J^) le C X/j^-champ classifiant de J^. Soit J le champ sur A dont le groupoïde associé 
J{S) pour tout ^-schéma test S est le groupoïde des morphismes 

Cxfe5^B(J^). 

Comme est commutatif, le produit contracté confère à J une structure de champ de Picard 
au-dessus de A. 

6.4. Le degré de J . — Il est défini par la proposition suivante. 
Proposition 6.4.1. — // existe un unique morphisme 

deg:J^X 

qui, pour tout M G C^{T) et tout a G A'^^j, induit le morphisme 

degM : Ja ^ Xa ^ X,{M) 
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défini en ^MIM> du 

Démonstration. — L'unicité étant évidente, nous allons nous concentrer sur l'existence. Soit 
M e C'^{T). L'iiomomorphisme deg^^ de (|5.3.2p induit un liomomorphisme 

où Xg l'immersion fermée de Am dans Ag définie en (|4.4.ip et X^,{M)_Am ^st le faisceau 
constant sur Am de valeur X^{M). Par adjonction, on a donc un homomorphisme 

J"-(Xg)*(^*(MW)- 
En prenant la somme sur M G C'^{T), on obtient un homomorphisme 

MeC<^{T) 

Nous allons montrer que cet homomorphisme est à valeurs dans le sous-faisceau X et vérifie les 
propriétés annoncées. Pour voir qu'il est à valeurs dans X, il suffit de voir qu'il tombe dans le 
noyau de la double flèche 

MCL 

image réciproque de la double flèche (|6.1.3|) par l'application continue Ag — * {^'^) définie en 
(I6.2.ip . Cela découle de la proposition 15.3. Il Les autres propriétés résultent du lemme lïï.l.ll 

□ 

6.5. Action de J' sur Ai. — Il s'agit simplement de mettre en famille la construction du §5.51 
Soit S un fc-schéma test. Soit m = {hm, t) € M{S) et /(m) = {ha,t) e ^(5*). Soit J^_s = J_a XA'S 
et soit j G J{S) un J^_5-torseur. On a, cf. 1. ()5.5.1|) du §5.51 

Ja,s = KJg = K^ixG.nVJE = h*^[{xh,DJê)/G]- 
Comme en (|5.5.2p . on en déduit un morphisme 

JA,S^hUl§/G]=Aut{m). 
L'action de Jj est alors donnée par le produit contracté 

j • m — j X '^■^■^ m 

où Ja.s agit sur m via le morphisme vers Aut(m) que l'on vient d'introduire. 

6.6. Action de sur A4^. — Soit J'^ le noyau de l'homomorphisme degré défini à la proposition 
16.4.11 C'est un sous-champ de Picard ouvert du champ J' qui, fibre à fibre, contient la composante 
neutre de J. Comme J agit sur M, il en est de même de J^. 

Proposition 6.6.1. — Pour tout ^ G Qt, l'action de 'préserve l'ouvert M.^ . 

Démonstration. — Soit m G et a = fiijn) G A. Soit j G Ja- D'après la proposition 15.5.11 
on a Cm = Cj.m + degjy,j(j). Si, de plus, j G alors on a degj^^(j) = (cf. proposition [6ÂT]). Il 
s'ensuit que, pour tout j G J^, on a 

et a fortiori j préserve la ^-stabilité, qui est définie par la condition ^ G Cm- D 
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7 Courbe camérale et faisceau tï{){J). 



7.1. Courbe camérale. — Soit 

ooA ■ A ^ C Xk A 

le morphisme déduit de cxd par le changement de base A Spec(fc). A la suite de Donagi et 
Gaitsgory (cf. |12j). on introduit la courbe camérale universelle, notée Y ^ qui est le revêtement de 
C Xk A défini par le carré cartésien 

Y ^io 



TTy 



Xg.d 



c XkA ^ carc.D 

Ha 

OÙ hj( est le morphisme canonique, cf. (|6.3.ip . et Xg £> morphisme Xg du 12.71 «tordu par 

D». Comme le morphisme Xq d est Vl^^'^-invariant, on a une action naturelle de W'^ sur Y. Le 
revêtement 7ry est fini, galoisien de groupe et étale au-dessus d'un voisinage de l'image de oo^. 
Pour tout a ~ {ha,t) G A, le point t vérifie Xcit) = ha{oo). On donc un morphisme canonique 

ooy : A^Y 

au-dessus de oo^. Soit U c C XkA l'image réciproque par /i^ de l'ouvert car^^^ oii le discriminant 
D'^ ne s'annule pas (cf. ij2.7p . Soit V l'ouvert de Y défini par V = 7ry^([/). On notera que oo^ est 
à valeurs dans U et ooy est à valeurs dans V. Le revêtement tty est étale précisément au-dessus 
de U. 

Soit a — {ha,t) G ^ et k{a) le corps résiduel de a. En tirant la construction précédente par le 
morphisme C Xfc k{a) C Xk A déduit de a par le changement de base C —^ Spec(A;), on obtient 
la courbe camérale Ya sur k{a) définie par le diagramme cartésien 

Ya'^ *-t£)XfcA:(a) . 

T 

Xg,d 

C Xk k{a)^ — ^ caxG,D Xfc k{a) 

Le groupe W'-^ préserve Ya et le revêtement tty^ est fini, galoisien de groupe W'^ et étale au-dessus 
du point oo. Dans la fibre de ce dernier, on a le point marqué ooy^ = oo^ ° a. Soit Ua et Va les 
ouverts de C k{a) et Ya déduits de U et V par changement de base. 

7.2. La fonction Wa- — Dans tout ce paragraphe, la lettre W désigne un sous-groupe quel- 
conque du groupe de Weyl W'^ . Pour tout a € A, soit Wa le sous-groupe de W^*^ défini comme le 
normalisateur de la composante irréductible de Ya passant par DOy^ . De manière équivalente, c'est 
le normalisateur de la composante connexe de Va qui contient cx)y^ . 

Soit {W'^) l'espace topologique sobre dont l'ensemble sous-jacent est formé des sous-groupes 
W de W'^ et dont la topologie est la moins fine pour laquelle les parties formées des sous-groupes 
W' inclus dans un sous-groupe W sont fermées. 

Proposition 7.2.1. — L'application A — > {W'~^) définie par a ^ Wa est continue. 

Démonstration. — Montrons d'abord la constructibilité de cette application. Le morphisme 
composé Y C Xk A —> A induit un morphisme surjectif p : V —>■ A dont ocy est une section. 
Pour tout a ^ A soit Va la composante connexe de Va qui contient c>oy(a). Soit V'^ la réunion des 
Va quand a parcourt A. D'après Grothendieck (cf. [TB] proposition 15.6.4), on sait que V^ est un 
ouvert. Pour tout sous-groupe W de W'~^, considérons l'ensemble constructible 

Aw^p{f]wV°)~ U p{V°nwV°). 
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Nous allons démontrer l'égalité 



(7.2.1) Aw^{aeA\Wa^W} 

qui implique la constructibilité de l'application Wa- Soit a G Aw- H existe y S nmew 'wV'^ tel que 
p{y) — a. Par conséquent, la réunion IJj^ig;;^^ dont chaque constituant contient y est connexe. 
Il s'ensuit qu'on a U«;6VV^K° = et donc W C IVo- Soit w S W^. On a donc wV° = V° et 
y £ V^^nuiy^j^. Nécessairement on a w S d'oii Wa C et finalement Wa = W. Réciproquement 
soit a e ^ tel que Wa — W. Soit y eVa- Comme Va est stable par Wa — W, onay e Pluie w 
Par ailleurs si w ^ = Wa, on a V° H wV° = 0. D'oii a e On a donc démontré (17.2. ip . 

Montrons ensuite la continuité. Il suffit de montrer que pour tout sous-groupe W de W^ la 
réunion IJ Aw prise sur les sous-groupes W' de est fermée. Comme cette réunion est construc- 
tible, il suffit de montrer qu'elle est stable par spécialisation. Soit a un point de ^ et a' G ^ une 
générisation de a dans A. Nous allons montrer qu'on a Wa C Wa' ce qui implique la stabilité 
cherchée. Par définition de Wa' , on a 

v°, cv - y wv°. 

D'après le résultat déjà cité de Grothcndicck, on sait que l'ensemble V — Umgvy^-w / est 
fermé dans V . On a donc 

V°cV- U wV°. 

OÙ V^, désigne l'adhérence de Va dans V. Toujours d'après Grothendieck (cf 
15.6.1), on a.V° CV^ et donc 

v° cv - y wv° 

ce qui implique immédiatement qu'on a Wa C Wa' comme voulu. 



16j proposition 



□ 



7.3. Le morphisme de X*(T)_4 dans — Soit S un schéma affine sur A: et a = {ha,t) e .4(5*). 
Soit Cs = C Xfc 5 et Ocs, oo le complété de Ocg le long de {oo} XkS C Cs que l'on peut identifier 
à ^^«[[rooo]] par le choix d'une uniformisante zUqo sur C au point cxo. Soit Fcs,oo = Ocs,oo[^/'^oo] 
(qui ne dépend pas du choix de zuoc)- Soit C°° — C ~ {oo} et — C°° S. 

Proposition 7.3.1. — // existe un isomorphisme canonique 

(7.3.1) Ja xc Spec(Ocs,oo) ^Txk Spec(Ocs.oo). 



Démonstration. — Dans un voisinage de oo, le fibré cavc D s'identifie canoniquement au fibré 
trivial de fibre car^. Il s'ensuit que la section ha : Cs — *■ cavG,D XkS se restreint en une section 

/la, oo : Spec(0cs,oo) catg*^ XfcOcs.oo. 

Comme le morphisme Xg '■ ^"'^^ ~* car'°s est étale, il existe un unique morphisme /lar, oo qui relève 
t et qui rend le diagramme ci-dessous commutatif 



Spec(C': 



Cs, oc 




L'isomorphisme (j3.2.ip du > j3. 21 induit l'isomorphisme suivant sur f^s 
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De cet isomorphisme et de l'égalité 
on déduit risomorphismc cherché. 

□ 

D'après la descente formelle de Beauville-Laszlo (cf. [5]), pour tout A G X*(T), il existe un 
triplet (j, unique à un unique isomorphisme près, formé d'un Ja-torseur j sur Cg et d'iso- 

morphismes Ja-équivariants 

a : J|Spoc(Ocs,oo) Ja Xc Spec(Ocs,oo) 

et 

de sorte que l'isomorphisme sur Spec(Fcs.oo) induit par (3 o ar^ sur 

Jq Xc Spec(Fcs,oo) - T x^, Spec(i^cs,cx=) 

(isomorphisme déduit de ()7.3.1|) ) soit donné par la translation à gauche par w^. 
On déduit de cette construction un homomorphisme 

X.{T)a ^ J 

011 X, (T)^ le faisceau constant sur A de valeurs X*(T). 

7.4. Retour sur des résultats de Ngô. — Soit K une extension de fc séparablement close. Soit 
a — {ha,t) £ A{K) un point «géométrique». Dans tout ce paragraphe, T désigne un schéma en 
tores sur l'ouvert Ua de Ck = CxkK (cf. 17. ip . Un tel schéma en tores se prolonge en un schéma en 
groupes lisse sur Ck à fibres connexes et tout tel prolongement s'envoie dans l'unique prolongement 
maximal noté T et appelé le modèle de Néron connexe de T. On introduit les notations suivantes : 
soit Toofi la fibre au point ook = oo Xk K de T. Soit X, (7^^) — Homx-gp(Gm,x, ^k)- Le 
groupe fondamental de Ua pointé par qok est noté 7ri(C/a, ook) et agit sur X, (Xx3^). On pose 

A{T) = X,(Too^)7ri(t/„,oojï) 

OÙ l'indice Tri{Ua, ook) désigne le groupe des co-invariants sous 7ri(C/a, oo^)- Soit B{T) le groupe 
des composantes connexes du champ de Picard des T-torseurs. Soit A ei B les foncteurs de la 
catégorie des schémas en tores sur Ua vers la catégorie des groupes abéliens définis par T ^ A{T) 
et T I— > B{T). A l'aide d'une variante d'un résultat de Kottwitz (cf. [20] lemme 2.2), Ngô a 
montré que les foncteurs A et B sont isomorphes. Il est important pour nous de préciser un tel 
isomorphisme. Pour cela, on utilise la variante suivante «à la Ngô» du lemme de Kottwitz déjà 
cité, où l'on note le foncteur T ^ X,(7^^). 

Lemme 7.4.1. — Les morphismes canoniques 

Hom(A, B) Hom(X,, S) 

et 

Hom(X,,S) -> Honi(X,((G™,c/J,S(G„,c/J) = S(G„,[/J 

sont des isomorphismes. Le groupe B(Grn,Ua) ^si libre de rang 1 et tout élément de Hom(A, B) 
dont l'image par le composé des deux isomorphismes précédents est un générateur de B{Gm,Ua) 
est un isomorphisme. 

Démonstration. — Les propriétés fondamentales du foncteur B sont démontrées par Ngô (cf. 
[25j). Le reste n'est qu'une transposition de résultats de Kottwitz (cf. [20] pp. 206-207). □ 
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Définissons alors un morphisme de foncteurs de X* vers B. Pour tout schéma en tores T sur 
[/a, on définit ainsi un morphisme de X*(7^^) dans le champ des T-torseurs. Les notations étant 
celles du i j7.3l pour tout A G X*(7m^), on recolle le T-torseur trivial sur avec le T-torseur 
trivial sur Spec(Ocjï,oo) à la Beauville-Laszlo avec la donnée de recollement (le tore T est en 
fait constant sur Ock, oc, isomorphe à X, (7^^) (g)z '^m.Ocj^ oo)- ^n déduit un morphisme 

— > B 

en composant le morphisme précédent avec le morphisme canonique du champ des T-torseurs dans 
son groupe de composantes connexes. 

Lemme 7.4.2. — Le morphisme de Joncteur X» — > B se factorise canoniquement selon le dia- 
gramme 






B 



où le morphisme horizontal est le morphisme canonique et le morphisme vertical est un isomor- 
phisme. 

Démonstration. — D'après le lemme 17.4.11 il s'agit de voir que le foncteur X^, — > B envoie le 
générateur canonique de X*(7^^, ) (donné par l'homomorphisme identique) sur un générateur de 
B{Grn,Ua)- Or lorsque T — Gm,Ua, on a T = Gm,CR- et le morphisme degré du champ de Picard 
des T-torseurs, qui n'est autre que le champ de Picard des Ocjc -modules localement libres de rang 
1, identifie son groupe des composantes connexes Z. Le générateur canonique de X*(Tx3/ï) définit 
par le recollement expliqué ci-dessus, un Gm^C/ï-torseur de degré 1 d'où le lemme. □ 

7.5. Factorisation de Ngô. — Soit 3^ le faisceau sur A image réciproque par l'application 
continue A {W'^) du faisceau dont la fibre en W C W'^ est X*(T)vk, avec les morphismes 
de transition naturels. Ce faisceau est par définition un quotient du faisceau constant X*(T)^. 
On a défini au ^7.31 un morphisme X*(T)^ — > J. D'après Ngô, il existe un faisceau constructible 
sur A qu'on note 7ro(j7) et dont la fibre en un point géométrique a de .A est le groupe 7ro(j7a) 
des composantes connexes de J7a (cf. proposition 6.2 de [25]). Par composition avec le morphisme 
canonique JT" — > ( J7) , on a obtient un morphisme X^, (T)_4 ttq ( J7) . Ngô a montré la factorisation 
suivante (cf. proposition 5.5.1 de [Ml)- 

Proposition 7.5.1. — On a la factorisation suivante 

XAT)a -3^ 




où la flèche horizontale est la flèche canonique et les deux autres flèches sont des épimorphismes. 

Démonstration. — Pour la commodité du lecteur, on rappelle quelques points de la démonstration 
de Ngô. Il suffit de prouver la factorisation fibre à fibre. Soit un point géométrique a = {ha,t) G 
A{K), où K est une extension de k séparablement close. Soit J7"° le champ des J°-torseurs sur 
C Xk K ou J° est le schéma en groupes connexes qui, fibre à fibre, est la composante connexe de 
la section neutre de Ja- Comme la fibre de Ja en ook est connexe, le morphisme X*(T) — > j7o 
se factorise par un morphisme évident X^,(T) J^. D'après Ngô (cf. [25] propositions 6.3), le 
morphisme canonique Ja induit un morphisme surjectif T^o{Ja) T^o{Ja)- Par ailleurs, le 

morphisme canonique — > Ja de dans le modèle de Néron connexe Ja du schéma en tores 
J|[/^ induit un morphisme de dans le champ Ja des Ja-torseurs sur C K et, d'après Ngô 
(cf. [25] propositions 6.4), un isomorphisme ■Ko{Ja) — T^o{Ja)- 
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Il suffit donc de prouver la factorisation cherchée pour le morphisme X^{T) T^oiJ'a), c'est- 
à-dire la factorisation par l'épimorphisme X^{T)]y^ —>■ 7ro(j7a) (ce sera même un isomorphisme) . 
Avec les notations du § 17.11 on a un diagramme commutatif 



Spec(ii:) 




car 



G,D,K 

OÙ le carré est cartésien et oii l'on a noté par un indice K le changement de base de k k K . 

Soit {Z, z) un revêtement connexe, étale et galoisien de Ua pointé par un point z : Spec(K) Z 
au-dessus de oo. On suppose, ainsi qu'il est loisible, que pour chaque composante connexe de Va, 
il existe un C/a-morphisme surjectif de Z sur celle-ci. La composition à droite avec z induit une 
bijection de Hom^/^ (Z, Va) sur le fibre de ny^ au-dessus de oo. On note a : Z —y Va \e morphisme 
correspondant à ooy^. Avec les notations de ij5.21 on a 



Ja = j: 



D 



Ua 



Or d'après l'isomorphisme p.2.ip du 



on a l'isomorphisme suivant 

n ,< D.K — ^D.K 



d'où 



G 



Ja XU^Va — J'jj 

En utilisant le morphisme a, on obtient 



Va^TXkVa. 



(7.5.1) 



Ja X; 



(^Q XUa Va) Xy„,a ^ ~ T Xfc Z. 



Pour tout $ 6 AutjjaiZ), il existe un unique élément g tel q o $ = w<s, ■ a {oh ■ désigne 
l'action de W'^ sur Va). Soit TTi{Ua,oo) le groupe fondamental de Ua pointé par oo. L'application 
<î> I— > définit un morphisme de TTi{Ua, oo) dans , dont l'image est précisément le sous-groupe 
Wa- L'action évidente de T:i{Ua, oo) sur JaXjj^Z correspond, par l'isomorphisme (j7.5.1[) . à l'action 
diagonale de 7ri(J7a, oo) sur T Z, oii l'action sur le premier facteur est donné par le morphisme 
dans W'^ . En particulier, on a l'identification 

Hom2_gpc(G„i,z, Ja xjj^ Z) ^ X^{T) 

qui est équivariante sous l'action de ■Ki{Ua, oo) lorsque ce groupe agit sur X,(T) via son morphisme 
dans Wa- On en déduit les identifications 



A'*(Ja)oo — X^{T) 



et 



(7.5.2) 



(X,{Ja) 



OO Jtti (C/q ,oc) 



= ^*(T)v 



Notons que cette identification vaut aussi pour Ja puisque Ja — Ja sur Ua- 

Ainsi, le morphisme X^{T) T^o{Ja) s'identifie au morphisme X^{Ja)oo T^aiJa) considéré 
au i|7.4l Le lemme [7.4.21 et la ligne (|7.5.2p impliquent que ce morphisme se factorise par X,(T)vKa 
et que le morphisme X^{T)w^ T^a{Ja) est un isomorphisme. Cela conclut la démonstration. 

□ 
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8 La s-décomposition 



8.1. Dans ^B] section 8, Ngô a introduit une décomposition des faisceaux de cohomologie perverse 
de la fibration de Hitchin sur la partie elliptique. Le but de cette section est de généraliser à des 
ouverts non nécessairement elliptiques la décomposition de Ngô. 

8.2. La proposition suivante sera utile pour la suite. 

Proposition 8.2.1. — Soit a G Ag et M G C'~^ un sous-groupe de Levi. Les deux assertions 
suivantes sont équivalentes : 

1. ae Am ; 

2. Wa C W^^. 

Démonstration. — Soit a = (ft-a, t) G Ag et k{a) le corps résiduel de a. Montrons que l'assertion 
2 implique la première. Avec les notations du § 17. H on a un diagramme commutatif 



.2.1) 



Spec(/c(a)) 



''D,k(a) 



Xg.d 



car, 



G,D,k[a) 



ovl le carré est cartésien. Soit la composante connexe de Va qui contient ooy^ . Par définition 
de Wa, la restriction de TTy^ à fait de un revêtement connexe, étale et galoisien de groupe 
Wa- Comme l'inclusion ia est W-équi variante, on obtient par quotient par Wa un morphisme 



Ua 



DM' 



au-dessus de car^^^ ^.^^y Comme Wa C VF*^, on peut composer ce morphisme avec le morphisme 



canonique t'^^fc(,)//T^a car^^*^^ ^^^^^ 
le diagramme commutatif 



de sorte qu'on obtient im morphisme haj^j qui s'inscrit dans 



CxkHa)^ 



M 

Xg.d 



Par propreté du morphisme Xg morphisme ha^.j s'étend a C k{a). On vérifie que {ha,^,,t) 
appartient à Am et a pour image a dans Ag- 



La réciproque résulte du lemme suivant. 



□ 



Lemme 8.2.2. — Soit om ^ Am et a G Ag son image par l'immersion fermée Am ^ Ag de 
l^4-4-l\ )- Soit WaM sous-groupe de W^^ défini au §7.^| relativement au groupe M. On a 



Wa,„ = Wa 



Démonstration. — Soit Qm = {ham^'t) € -A-m et a = {ha,t) son image dans Ag- On adopte les 
notations de la démonstration de la proposition 18.2.1] mais relativement au groupe M. On a donc 
un diagramme analogue à (|8.2.ip 
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Spec(fc(aM)) 



■Va, 




D,k[aM) 



Xm,d 



car; 



G,D,fc(aM) 

OÙ l'exposant reg signifie G-régulier (conformément aux conventions du i j2.7|) . On a d'ailleurs 
C^a = C^ttAf et une immersion à la fois ouverte et fermée Va^ ^ ^a, qui est H^*^-équivariante et qui 
envoie ooy^^^ sur ooy^ . En particulier, la composante connexe de ocy^ dans Va est égale à l'image 
de celle de ooy^^^ dans Va^- Si w £ W'^ vérifie wVaM ^ ^ 0, on a nécessairement w £ W^' . 
Il s'ensuit qu'on a Wa C W'^'^ . Le résultat est alors clair. 

□ 



8.3. On a défini respectivement aux propositions I6.4?T1 et I7.5TT] un morphisme deg : J 
se factorise évidemment en un morphisme 

deg : ^o(J) X, 



X, qui 



et un morphisme y —>■ Tro{J). En composant ces deux morphismes, on obtient 3^ ^ <Y et en 
composant encore avec le morphisme X,(T)_4 — > y, on obtient un morphisme X^{T)^ —>■ X. Soit 
et X*(T)^ les faisceaux constructibles sur A définis respectivement par 



y^ = Ker(3^ ^ X) 



et 



X,{T)\ = KeT{X,{T)A^ X). 

Soit 7ro(J'^) le faisceau des composantes connexes de : c'est un sous- faisceau de ir^iJ^) dont 
la fibre en un point géométrique a est le sous-groupe de 7ro(j7a) formé des composantes de degré 
(oii le degré est le morphisme ci-dessus). Le morphisme X*(T)^ ^ J' se restreint alors en un 
morphisme Xf,{T)\ qui, par la proposition 17. 5 . ï] s'inscrit dans le diagramme commutatif 

(8.3.1) X,{T)\ -371 



7ro(J^) 

où les deux flèches de but 7ro(i7^) sont des épimorphismes. 

Proposition 8.3.1. — Soit a G Af^ avec AI € Cp et a! G Aq une spécialisation de a. Soit 
L G défini par la condition a' G A'j]^ . 

1. Les faisceaux X, (T)^ et y^ ont respectivement pour fibre en a les groupes X^{T n Aider) et 

x^{T n Aider )vF„ ; 

2. on a Le M et Wa' C Wa ; 

3. les flèches de spécialisation (X, (r)^)(j' 



données par les morphismes canoniques 

X,{TnLdor) 

et 

X^{T n Ldor)vK„/ 

4. les fibres du faisceau y^ sont finies ; 

5. les fibres du faisceau 7ro(J'^) sont finies; 



{X,{T)\)a et yl, 

~>X,(rn Aider) 
X*(T n Aider )w'„ 



y\ sont respectivement 
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Démonstration. — Montrons l'assertion 1. D'après le lemme [5.3.21 qui suit, la fibre en a e 
de X*(r)^ est le noyau du morphisme canonique X^,{T) X^,{M) : c'est donc bien X*(TnAfdor)- 
On sait par la proposition 17.5.11 que cette flèche se factorise par X^{T)wa l^i est la fibre en a de 
y. La fibre en a est donc le noyau de la flèche X^{T)]y^ X^{M) (qui est bien définie puisque 
Wa C W^'^ d'après la proposition [8XT] : c'est donc bien X^{T n Mdcr)wa- 

L'assertion 2 résulte de la continuité des applications Ag {^'^) et Ag — > {W'^) (cf. lemme 
16.2. ll et proposition 17.2. Il 

On laisse l'assertion 3 au lecteur. L'assertion 4 résulte du lemme [8.3.31 qui suit. L'assertion 5 
est une conséquence de l'assertion 4 vu qu'on dispose d'un épimorphisme 3^^ t^o{Ji)- D 

Lemme 8.3.2. — Soit M e C'~^ . Le morphisme X, (T)^ X a pour fibre en a & Afj le 
morphisme canonique 

X^{T) ^ X^{M). 



Démonstration. — Soit a G et K son corps résiduel. Soit ha^, le morphisme de Ck 
dans corA/,D qui se déduit de a. On reprend les notations du §7.31 Soit A E X^{T) et jx le Ja- 
torseur sur Ck = C K obtenu à l'aide du recollement par ru^ G T{Ock, oc) — >^a(Ccjc,oo) 
(cf. l'isomorphisme de la proposition 17. 3.1 P qui définit le morphisme X,(r) Ja- Le degré du 
Ja-torseur j\ est l'application qui, à /i G X*(M), associe le degré du Gm^cK'torseur obtenu 
lorsqu'on pousse j\ par le morphisme composé 

(8.3.2) Ja^X^{M)®i 

011 l'on obtient la première flèche est obtenue en tirant en arrière par ha,^j le morphisme 

défini en (|5.1.2p et déduit de la proposition 13.3. Il Le degré de est donc la valuation de l'image 
de ZÂ7^ par le morphisme composé (|8.3.2p . 

En fait, sur Spec(C'cjc,oo), la section /i^j,^ est à valeurs régulières et se factorise par une section 
canonique notée haT, oo de t^^ (cf. la démonstration de la proposition I7.3.T|1 . L'isomorphisme 
Ja Xc Spec(C'c's,oo) — T 'Xk Spec{Ocs,oc) s'obtient alors par image réciproque par ha^^oo de 
l'isomorphisme ((Xg)*'^°) |t-s - ^*(^) ®^ 

Gm,t'^'=s- Comme on peut le voir sur les définitions, le 

morphisme 

X,{T) ®i G™,t". = ((xS)V^)^„, ^ X,[M) ®i G™,t,c« 

qu'on obtient en tirant en arrière par Xm morphisme de la proposition 13.3.11 se déduit du 
morphisme canonique X*(T) —s- X*(M). Par conséquent, on a 

deg(Ai(jA)) = 

(l'accouplement est celui entre caractères et cocaractères de T) et le degré de est bien l'image 

de A par la projection X*(T) X^{M). 

□ 

Lemme 8.3.3. — Pour tout M G L'^ et tout a e Af^ le groupe X*(T n Mdcr)wa 

Démonstration. — Nous allons d'abord prouver que le groupe X*(T n Mdor)^" des invariants 
sous Wa est trivial. Soit A un élément de ce groupe qu'on voit comme un morphisme de Gm.k 
dans M. Soit L le sous-groupe de Levi dans qui est le centralisateur du tore image. On a 
donc Wa C W'^ et par la proposition 18 . 2 . il on a a G Al- Comme a est elliptique dans M, il vient 
M = L. Donc A est central dans Mdcr ce qui n'est possible que si A = ce qu'il fallait démontrer. 

Comme X^,{T Ci Mdcr) est de type fini, la finitude de l'énoncé est équivalente à la nullité de 
X^{T n Mdcr)wa Q- Oi' la moyenne sur Wa induit un isomorphisme de ce Q-espace vectoriel 
sur X,(r n Mder)^° ®z Q dont on a prouvé la nullité. Cela conclut la démonstration. □ 
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8.4. L'ouvert Um- — Soit M e C'^ et Um C Ag l'ouvert défini par 

l^M = U Af. 

C'est encore le complémentaire du fermé 

U 

L'ouvert Uq n'est autre que l'ouvert elliptique A'q. On définit la partie Af-parabolique de 
notée ^^'^^^P^'' par le changement de base 

Soit 

JÏ,M-par . ^Ç,M-par ^ 

la restriction du morphisme de Hitchin à ^VÎ^'^^'P^''. Lorsque M — G, on remplace «G-par» par 
«ell». 

Soit r(Z^M, •) le foncteur des sections sur Um- 

Lemme 8.4.1. — La restriction de à Um est un quotient du faisceau constant de valeur 
X* (T n A^dor) • En particulier, on dispose d 'homomorphismes de groupes 

et 

(8.4.1) X,{T n Mder) T{Um,MJ^))- 



Démonstration. — La première assertion résulte de la description de 3^^ donnée à la proposition 
18.3.11 Le reste s'en déduit. □ 

8.5. la s-décomposition. — Avec les notations de H2.5[ on note T le tore complexe de réseau de 
caractère X*{T) = X*(T). Dans toute la suite, on confond toujours dans les notations les groupes 
algébriques sur C avec leurs groupes de points à valeurs dans C. Soit le centre connexe du 

dual de Langlands M de M. C'est encore la composante neutre du sous-groupe de T défini comme 
l'intersection des noyaux des caractères oii parcourt les coracines de T dans M. Notons 
qu'on a 

f = Homz(X,(T n M^,,), C><). 

Soit {T/Zj^)toTs le sous-groupe des points de torsion de T/Zj^. Soit Q la clôture algébrique de Q 
dans C. On fixe un plongement de Q dans Q^. On a alors les inclusions naturelles 

(f /Z9^)tors C Hom2;(X,(T n Afdcr),Q'') C Homz(X,(r n Afder), C)- 

L'action du champ de Picard J^^ sur Ai^ au-dessus de A induit une action de J^^ sur A4^^^^~p'^'' 
au-dessus de Um donc une action sur chaque faisceau de cohomologie perverse PW(iî/|'^^''^^'Qf ) 
de iî/l'^^'^^'Q^. Par le lemme d'homotopie (cf. [23] lemme 3.2.3), cette action se factorise en une 
action du faisceau Tro{J^) sur 'PW{Rf^'^'^~'^^'^Qi). 

Théorème 8.5.1. — Pour tous s e (r/Z9^)tors et i G Z, soit 

la somme des composantes s' -isotypiques du groupe commutatif fini T{Umi ''^ai'J^)) agissant sur le 
faisceau de cohomologie perverse P7i'(iî/|'^^''''*'Q^) pour les caractères s' e }îomz{T{UM, T^oi^J^)), Qe ) 
qui induisent le caractère s sur X,(T H Afdor) 'via le morphisme j[ ). 
On a alors les assertions suivantes : 
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1. si L est un élément de C^{M) et si a est un point géométrique de Af^^ tel que la fibre 
^Ti-^ {Rf*'^^ Qi) a.s soit non nulle alors il existe un relèvement s de s à T/Z'- tel que 

Wa (Z {w e \ w ■ s = s} ; 

2. il n'y a qu'un nombre fini de s pour lesquels 

PHXiî/|'*'-P"Q,). ^ ; 

3. on a la décomposition suivante 

(8.5.1) PHXiî/f'''-P"''Q£) = PH^(iî/|'^^-P^'-Q,),. 



Remarque 8.5.2. — Lorsque M = T, on a Zj^ = T et la décomposition (|8.5.ip est tautologique. 
Lorsque M — G, le théorème ci-dessus est dû à Ngô. 

Démonstration. — Comme T{Um ,''^o{J'^)) est un groupe commutatif fini (cf. proposition l8.3.1l 
assertion 5) qui agit sur PH'(iî/l'^^"P'"Q^), on a une décomposition de la cohomologie en somme 
directe de composantes isotypiques indexées par les caractères de r(Z//Af , 7ro(J'^)) à valeurs dans 
Q. Un tel caractère induit un caractère d'ordre fini de X*(T n Mdcr) par le morphisme (|8.4.ip 
du lemme [8! 4 . 1 1 donc un élément de (r/Z9^)tors- La décomposition ()8.5.1l s'en déduit ainsi que la 
finitude de l'assertion 2. 

Soit L G C'^{M) et a un point géométrique de A'f^. On a donc Wa C en vertu de la 
proposition 18.2.11 Le groupe T{IIm ,t^q{J^)) agit sur la fibre ^W{Rf*'^^~^'^''Qi)a.s via le mor- 
phisme de restriction T{Um ,t^o{<J^)) '^o{Ja)- Soit s' un caractère du groupe fini TTo{Ja) tel 
que ^W{Rfi'^~^'^'^Qi)a,s possède une composante s'-isotypique non nulle. Alors, par définition de 
la s-partie, le caractère s' composé avec le morphisme X*(T n Mdor) ''^oi'Ja) redonne s. Or 
ce dernier morphisme se factorise par no{y^) = X*(r n £dcr)w„ (cf. le diagramme commutatif 
(|8.3.ip ). Soit s le caractère de T/Z~ induit par s' . Cet élément s appartient à (T/ZS)^" et relève 
s. Cela démontre l'assertion 1. □ 

Corollaire 8.5.3. — Soit s e {T / Zj^)tois et j : Aq^ > Ag- On a alors la décomposition suivante 

j*(P^'^(iî/|'*'-P"Q,).) = ^'"H\RffQ,)s' 

s' 

OÙ la somme est prise sur les s' G {T / Z^)toi's dHmage s par l'application canonique 

T/Z% ^ TjZl^. 

Démonstration. — Sur l'ouvert y^'^", le groupe V{JÂm,t^q{J^)) agit sur j*(P7i;^(iî/|''^^"P"Qf)) 
via le morphisme de restriction r(iYAf , 7ro(J'^)) ^ r(^'^", 7ro(J'^)). Le corollaire est alors une 
conséquence évidente du diagramme commutatif 

(T n A/dcr) ^ X, (T n Gdor) 



r(z^M,^o(J')) — ^r(^<=",^o(^i)) 

qui résulte du lemme [5.4. Il □ 
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9 L'ouvert A^?"" 

9.1. L'énoncé principal. — Dans cette section, on reprend les notations des sections précédentes. 
En particulier, C est un courbe projective, lisse et connexe sur k de genre g munie d'un diviseur 
effectif de degré > 2g et d'un point fermé oo hors du support de D. Le couple {G,T) est formé 
d'un groupe G réductif et connexe sur k et d'un sous-tore T maximal. Le groupe de Weyl W'^ est 
noté simplement W dans cette section. On rappelle également que la caractéristique de k ne divise 
pas l'ordre de W'^ . Soit Ag le fc-schéma lisse défini au §4.41 A la suite de Ngô, on va définir une 
fonction semi-continue supérieurement sur Ag qui sera notée 5 (cf. §9. 15p . En a G ^G(fc), cette 
fonction vaut 

OÙ tty ■ Y ^ C est le revêtement caméral de C associé à a (cf. H7.1\i et pa : Xa Ya est le 
morphisme de normalisation. On pose alors la définition suivante. 

Définition 9.1.1. — Soit c Ag le plus grand ouvert de Ag tel que, pour tout point de 

Zariski a G ^1^°", on ait l'inégalité suivante 

codim_4g (a) ^ Sa- 



Remarque 9.1.2. — Comme ô est semi-continue, la condition Sa — S définit une partie localement 
fermée As de Ag- Par noethérianité de Ag^ il n'y a qu'un nombre fini de ô pour lesquels As n'est 
pas vide. L'ouvert est le complémentaire des composantes irréductibles A'g des strates As 

qui vérifient 

codimj^^ (A's) < ô. 

A priori, A^'^ peut être vide. Si le corps de base est de caractéristique nulle, Ngô a montré 
qu'on a en fait A^'^ = Ag- Pour notre corps de base k, le théorème l9.1.3l fet la remarque qui suit) 
montre que l'ouvert A^'^ est assez gros. Avant d'énoncer ce théorème on va introduire certains 
diviseurs. Soit M un groupe réductif muni d'un plongement de T, qui est dual d'un sous-groupe 
de G qui contient T. Dans ce contexte, on a défini au §2.71 le discriminant D^^ sur caxi\f- Celui-ci 
détermine un diviseur de corjv/ qui est Gm^fc-invariant. On en déduit un diviseur D^^ de cavM,D- 
Soit B e P{T) un sous-groupe de Borel de G. Toujours au H2.7[ on a défini une fonction homogène 
sur carj\f . Soit le diviseur sur cotm^d qui s'en déduit. Comme Rfj ne dépend du choix de 
B qu'à un signe près, le diviseur ^f.j ne dépend pas du choix de B. Pour cette raison, on le note 

Théorème 9.1.3. — Soit M un groupe réductif sur k dual d'un sous-groupe de G qui contient T 
et Soit a = (ha, t) G AM{k) tel qu'il existe un ensemble fini S de points fermés de C tels que 

1. la courbe ha{G) tracée dans zwcm.d vérifie pour tout c Cz C — S l'une des trois hypothèses 
suivantes 

(a) ha{c) n'appartient pas au diviseur U D''^^ ; 

(b) au point ha{c), la courbe ha{C) ne coupe pas IH^^ et coupe transversalement le diviseur 
D^'^ qui est lisse au point ha{c) ; 

(c) au point ha{c), la courbe ha{C) ne coupe pas î)^^ et coupe transversalement le diviseur 
dX^j qui est lisse au point ha{c) ; 

2. pour tout c dans S, la multiplicité d'intersection de ha(C) avec le diviseur S)*^ est majorée 
par 

2\S\~'\W\-\degiD)~2g + 2). 
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Alors l'image de a dans Ag appartient à l'ouvert 

Remarque 9.1.4. — Soit a = {ha,t) G Aoik) tel que ha{C) coupe transversalement le diviseur 
2)*^. Alors a = {ha,t) appartient à l'ouvert ^Jjf". En particulier, A^'^ n'est pas vide. 

Le reste de la section est consacrée à la démonstration de ce théorème. 

9.2. Le problème de modules Mq- — On considère le problème de modules suivant. A un 
fc-schéma S on associe l'ensemble des classes d'isomorphie de diagrammes commutatifs 

X ^tz5 XkS 



Cx^S 

où X est une courbe projective et lisse sur 5', à fibres géométriques non nécessairement connexes, 
munie d'une action de W, tt est un morphisme fini, W-invariant et plat, et / est un morphisme fini 
et VF-équivariant. En outre, ces données satisfont la condition suivante : le morphisme tt est étale 
et galoisien de groupe de Galois W au-dessus de cxo x 5' et le morphisme / restreint à 7r~^ (oo x S") 
est injectif. 

On laisse au lecteur le soin de vérifier l'énoncé de représentabilité suivant. 

Lemme 9.2.1. — Le problème de modules est représentable par un k-espace algébrique de type 
fini. 

9.3. Le schéma Aq- — Soit Ag le schéma lisse tel que pour tout fc-schéma S l'ensemble Ag{S) 
est l'ensemble des sections a de caxo XkS au-dessus de C x^ S' qui envoie le ^-point oo Xk S dans 
l'ouvert G-régulier cor^*. On a la formule suivante pour la dimension de Ag (cf. [24] lemme 4.13.1) 

(9.3.1) dimfc(AG) = deg(i?)(dim(G) + rang(G))/2 + rang(G)(l - g). 

Lemme 9.3.1. — Soit S un k-schéma et (X, tt, /) G 80(5*). 

1. La formation du schéma quotient Xj /W commute à tout changement de base S' — > S . 

2. Le morphisme X/ /W — > G Xj. S* induit par tt est un isomorphisme. 

3. Le morphisme f définit par passage au quotient par W un élément af Kq{S) ; l'application 
f 1-^ Of définit un morphisme noté ip de dans Aq ■ 

Démonstration. — Soit S' S. Comme l'ordre de W est inversible dans fc, pour tout 5'-algèbre 
mimie d'une action de W au-dessus de S, le foncteur des W^-invariants est donné par la moyenne 
sur W qui est ^"-linéaire. L'assertion 1 s'en déduit. 

Soit K le corps des fonctions de X. Il résulte de nos hypothèses que tt est génériquement étale 
galoisien de groupe W. Il s'ensuit que le sous-corps des points W^-fixes de K est le corps F des 
fonctions de G x ^ 5*. En particulier, les sous-anneaux des points fixes sous W des anneaux locaux 
de X sont inclus dans la clôture intégrale des anneaux locaux de G Xfc 5' : ils sont donc égaux. 
L'assertion 2 s'en déduit. 

L'assertion 2 implique que / définit par passage au quotient un élément a/ e Ag{S). On 
obtient bien un morphisme par l'assertion 1 d'oii l'assertion 3. 

□ 

9.4. L'invariant S et les strates Aq ^. — Soit S un fc-schéma et (A", tt, /) e Bg(S'). Par 
l'assertion 3 du lemme 15.3.11 on en déduit une section a de car^) x^.S. La plupart du temps on 
sous-entendra a et on notera simplement t: : Y —> C Xk S le revêtement caméral tTo : Yq — > G x j. S* 
du § 17.11 (on ne confondra pas avec le revêtement caméral universel noté Y du ■ On a donc 
un diagramme commutatif 
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(9.4.1) 




C Xfc S ^ cmo XkS 




CxkS 



de carré cartésien, où 

- p est le morphisme de normalisation de la courbe camérale Y ; 

- p est la projection canonique ; 

- catD = carcD ; 

- X 6st le morphisme Xg d '^^ ^7.11 

Ce diagramme est obtenu par le changement de base S — > associé à {X, tt, /) à partir du 
digramme universel 



(9.4.2) 




C Xfc Bg *- catD XfeBc 



C XfeBc 

où X la courbe universelle au-dessus de Mq et y est la courbe camérale universelle au-dessus de 
c XfeBc. 

Lemme 9.4.1. — Le morphisme ip : Bg Aq (défini au lemme W.S.ll assertion 3) induit une 
application bijective sur les espaces topologiques sous-jacents. 

Démonstration. — Montrons d'abord que l'application induite sur les espaces topologiques 
sous-jacents est surjective sur les points fermés. Soit a un tel point fermé. Son corps résiduel est 
le corps algébriquement clos k. En particulier, a s'identifie à une section de caxn au-dessus de 
C. Soit Y la courbe camérale associée. Il résulte du fait que a est génériquement régulière que Y 
est géométriquement réduite. Soit X la normalisée de Y. On sait alors que X est lisse (cf. [T7] 
proposition 17.15.14). Selon le diagramme (|9.4.ip . on obtient un triplet (X, tt, /) qui est un k- 
point de Bg d'image a. Cela prouve que tous les points fermés de a sont atteints par le morphisme 
Bg ^ Ag. 

Soit a un point de l'espace topologique sous-jacent à Ag non fermé. Soit â son adhérence. 11 
s'agit de voir que a appartient à tp{%p~^{âj). Par le théorème de Chevalley, il s'agit d'un ensemble 
constructible. Par [T5] chap. proposition 9.2.3, on a l'alternative suivante sur â fl 'ijj{ip^^{â)) : 

— soit cette partie contient un ouvert non vide de â et donc a ; 

- soit cette partie est rare dans ô. 

11 s'agit d'exclure la seconde possibilité. Celle-ci signifie que l'adhérence de tp(ip~^{a)) dans â est 
d'intérieur vide. En particulier, l'adhérence de ip{'ip~^{â)) dans à est strictement plus petite que 
â. Il existe donc un point fermé de à qui n'est pas dans l'adhérence de ip{tp~^{âj). Mais cela n'est 
pas possible puisque, comme on l'a vu, un tel point est toujours dans ip{tp~^{â)). On a donc écarté 
cette seconde possibilité et ainsi terminé la démonstration de la surjectivité. 

L'injectivité est évidente puisque tout triplet {X, tt, /) de Bg d'image a G Ag est obtenu, après 
extension convenable des scalaires, par normalisation de la courbe camérale associée à a. □ 
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Soit p2 : C X/jBg Bg la projection sur le second facteur. Par définition de Bc, le OBc'niodule 

est localement libre. Comme la caractéristique de k ne divise pas l'ordre de W, il en est de même 
du OBG"™odule 

(9.4.3) (t P2,*7ry^,{px,*Ox/Oy))'^. 

Définition 9.4.2. — Soit 5 : Bg — > N la fonction localement constante sur Bg donnée par le rang 
du Obg -module localement libre ()9.4.3|) . 

Soit S : Aq — > N la fonction constructible sur Aq définie pour tout a G Aq par 

ô{a) = â{b) 

où 5 G Bg est l'unique point tel que tpib) = a. 

Remarques 9.4.3. — L'existence et l'unicité de 6 a été démontrée au lemme [9.4.11 La construc- 
tibilité de 6 sur Aq résulte du théorème de Chevalley. 

Soit K est une extension de k et {X,TT,f) G Mg{K). Alors, avec les notations du diagramme 
(|9XT|) pour S = Spec{K), on a 

,5(X,^,/)=^,5,(X,^,/) 

c 

011 la somme est prise sur tous les points fermés c de C iîT et l'invariant local ôc est la longueur 
suivante 

ôciX, TT, /) = long((t «ifc TrYAP*Ox/OY))7)- 

Cet invariant est nul en un point c tel que Y est lisse en tout point y (z Y au-dessus de c. On a 
également la formule suivante 

6{X,TT,f) = dimK{H''{C Xk K, (t®, 7TyAp*Ox /Oy))"^)). 

Proposition 9.4.4. — La fonction ô sur Aq est semi-continue supérieurement. 

Démonstration. — Comme la fonction S est constructible, il suffit de montrer que pour tout 
morphismc d'un trait S dans Ag, on a S{r]) ^ ô{s) on s et rj sont les points fermé et générique de 
S. Un tel morphismc de S dans Ag s'interprète comme une section de caxD,s au-dessus de C 5. 
Soit Y la courbe camérale relative sur S qui s'en déduit. Soit X la normalisée de Y. On est donc 
dans la situation du diagramme ()9.4.1|) dont on utilise les notations. La fibre générique de Y est 
génériquement réduite. Quitte à remplacer rj par une extension radicielle et S par son normalisé 
dans cette extension, on peut supposer que la fibre générique Xjj de X est lisse (cf. [17 proposition 
17.15.14). Le triplet (X^,7r^,/^) déduit de (X, tt, /) par changement de base à rj définit un point 
de Bgi à valeurs dans le corps résiduel k{ri) de rj, au-dessus de 0(77). On a donc 

ô{f^) = dimfe(^)((t®fc i/0(C^,7ry^,,(p„,,Ox,/OyJ))^). 
Comme le Os-module t®fc H'^{C,nY,*{p*Ox /Oy)) est plat, le Og-module 

(t®fc H"{C,7rYAP*Ox/OY)))'^, 
qui en est un facteur direct, est aussi plat. Il s'ensuit qu'on a aussi 

,5(?7) =dimfc(,)((t®fc H%Cs,nY,AP^.*OxJOYj))^), 
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où l'on note par un indice s le changement de base à s et k{s) le corps résiduel de s. De nouveau, 
quitte à remplacer k{s) par une extension radicielle, on peut supposer que la normalisée, notée 
Xs, de Yg est lisse. Soit ps le morphisme Xs —> Yg de normalisation. On a alors 

5{s) - dimfe(,)((t0fc H''{Cs,7rY,APs,*O^JOYj))'^). 

Comme on a Ps,*Ox,s C Ps.*0-^ , on en déduit l'inégalité cherchée ô{ri) ^ S{s). 

□ 

Pour terminer ce paragraphe, introduisons la définition suivante. 

Définition 9.4.5. — Pour tout entier naturel 6, soit Aq^s la partie localement fermée formée des 
a e Ag tels que ô{a) = ô. 

Remarques 9.4.6. — D'après la proposition l9.4.4l la réunion 1J^>^/ As est fermée. L'ouvert Ag,o 
est formé des a pour lesquels la courbe camérale Yq est lisse. 

Dans la suite, sous certaines conditions, nous allons majorer la dimension des strates Ag.s- 

9.5. Complexe cotangent pour un point de Bg(/c). — Soit (X, tt, /) un point de Moi^)- La 
théorie des déformations en ce point pour est contrôlée par le complexe 

où le complexe cotangent Lx/ij-, est ici un complexe parfait de longueur 1 concentré en degrés — 1 
et 0, 

Lx/lD [f*^lD/k ^X/k] - [f*^to/C ^X/c] 

dont la flèche est df. Ce complexe a deux faisceaux de cohomologie, à savoir 

qui est un fibré vectoriel sur X de rang le rang du groupe G et 

n°{Lx/i^) = Cokerirnl/c ^x/c) = ^x/v 
qui est un un Ox-module de torsion sur X . 

9.6. Complexe cotangent pour un point de AG(fc). — De manière analogue, la théorie des 
déformations de Aq en un point a G Aa{k) est contrôlée par le complexe 

où F = Fa est la courbe camérale et 

est un complexe parfait concentré en degrés —1 et 0, la flèche étant donnée par d/y. Ce complexe 
est quasi-isomorphe à Ti.~^{LY/tjj)[i-]- 

Lemme 9.6.1. — On a 

Démonstration. — Le morphisme x induit la suite exacte 

(9.6.1) > X*^ln. ir ^ ^\ ir > ^\ lr„r ^ 0. 

Montrons l'exactitude à gauche, la seule non évidente. Comme x est génériquement étale, la suite 
est génériquement exacte à gauche. Puisque caru est lisse sur C, le Oj^^-module X*^\axDlc 
localement libre et ne peut contenir un module de torsion non trivial. 
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Comme ny est obtenu à partir de x P^r 1^ changement de base donné par a : C —^ caxo , on a 
any = XÎY et 

(9.6.2) ^\,C = rY^L/ca.r,- 

Par suite, en appliquant le foncteur fy à la suite (j9.6.ip . on obtient la suite exacte 

(9.6.3) — > ÎyX*^\,.^,c m\o/c — ^\/c 

où l'exactitude à gauche se voit comme avant, d'oii le lemme. □ 

Lemme 9.6.2. — Soit a £ Acik) etY = Ya. 

1. Il n'y a pas d'obstruction à déformer Y ^ ijj et Kq est lisse au point a autrement dit on a 

Ext2,^(Ly/t^,Oy)^ = ; 

2. L 'espace tangent à Ag en le point a est l 'espace 

Ext^(Ly/t^,Oy)^ 

qui est de dimension dim(AG'). 
Démonstration. — Soit i e {0, 1}. Comme H^^{LY/io) est localement libre, on a 

Exe+\LY/i^,OY) = Exe{H-\LY/iJ,OY) 

= H\Y,nomo^{n-'{LY/i„),OY)). 

D'après le lemme IÏÏ.6.1[ on a 

Homo^ {'H-\Ly„^),Oy) = n*Y nomoc {a*^^,^ <^c)- 

Soit n le rang de G. Il existe n éléments homogènes (ti, . . . , tn) de fc[t] de degrés ei, . . . , e„ tels que 
fc[t]^ — k[ti, . . . ,tn] et 2^"^^ a — dim(G) + n (cf. propriété 33 du résumé de [9]). En utilisant 
ces éléments, on obtient une identification 

n 

«*^U/c = 0Oc(-e.2?) 

i=l 

donc un isomorphisme 

n 

nom{LY/i^ , Oy ) = Oc{e^D). 

i=l 

Ainsi, on a 

n n 

Exe+\LY/i,,OY) ^ H\Y,TT*Y ^Ocie^D)) ^ W{C,TrY,.TT*Y ^Ocie^D)). 

i=l i=l 

Par la formule des projections, on a 



i=l 

En passant aux invariants sous W, on trouve 



Ext'+i(i^/t„,Oy)'^ = H\C, {tty,.Oy)'^ ®Oc^Oc{e,D)) = W{C,^ Oc{e,D)) 



i=l i=l 
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puisque (tty.^Oy)^ = Oc- Le résultat se déduit du théorème de Riemann-Roch. □ 

9.7. Invariant k. — Considérons la situation universelle du diagramme commutatif (|9.4.2p . Soit 
Lx/Ba 1^ complexe cotangent de X relatif à Bq. Soit 

qu'on voit comme un OBc-module cohérent sur Bg (cf. [T^ corollaire 2.3.11). 

Définition 9.7.1. — Soit n : ^ N la fonction semi-continue supérieurement définie pour tout 
& e Bg par 

k(&) = dimfc(f,)(/C «og^ k{h)) 

où k{b) est le corps résiduel de h. 

Soit Ac : Ag ^ N la fonction constructible définie par 

hi{a) — K,{h) 

oit b est l'unique point de d'image a par la bijection ■0 du lemme [5.4.11 

Remarques 9.7.2. — La semi-continuité de k sur Bg est une conséquence évidente du lemme 
de Nakayama. La constructibilité de k sur Ag résulte du théorème de Chevalley. En général, la 
fonction k n'est pas semi-continue sur Ag. On peut montrer cependant qu'elle est semi-continue 
sur les strates Ag.5 de la définition 19.4.51 

Soit (X, TT, /) e BG(fc). Pour tout point fermé c de C, soit 

(9.7.1) «c(X,^,/) = long(7r,(W-i(Lx/t„) ^^/c)"^)- 

Remarque 9.7.3. — Pour tout Ox-module £, on note, par abus, 7r*(£)^ ce qui devrait être plus 
correctement noté (7r,£)^. 

On a alors 

(9.7.2) «(X,^,/) = ^Ke(X,7r,/). 

cec 

Cette somme est bien entendu à support fini. Plus précisément, on a la proposition suivante. 

Proposition 9.7.4. — Pour tout point fermé c de C où l'une des deux conditions suivantes est 
réalisée : 

- X est étale au-dessus de c ; 

- Y est lisse au-dessus de c, 
on a 

K,(X,7r,/) = 0. 

Démonstration. — Soit x un point fermé de X tel que n est étale en x. On a donc 

et Kc{X, TT, f) — pour tout point fermé c de C tel que n est étale au-dessus de c. 

Plaçons-nous ensuite en un point c au-dessus duquel Y est lisse. Dans ce cas, localement au- 
dessus de c on a X = y, TT = TTy et H^^{Ly) = H^^{Lx)- En utilisant le lemme [ÏÏ. 6. 11 on a donc, 
localement au-dessus de c 

'^^^{Lx/to) = ■^*0'*^\axD /C- 

La formule des projections donne alors 
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qui est nul puisque 

(9.7.3) Mn'x/c))'^ ^ 0. 

En effet, ce dernier module est le quotient de tt, (il^^^))'^ ~ ^c/fc (*^^- lemme |9". 1 1 . Il assertion 2) 
par 

puisque 7r*(C'x)^ = Oc- 

□ 

9.8. Lissité de Mq- — Voici une condition, en termes de la fonction k, suffisante pour qu'un 
point de Bg(/c) soit lisse. 

Proposition 9.8.1. — Soit (X,7r, /) G Bcik) tel que 

deg{D)>2g-2 + K{X,TTj). 

Alors on a 

Ext^^(ixA.,Ox)'^ = (0) 
et Mq est donc lisse en un tel point. 
Démonstration. — On a 

Ext^^ (Lx/t. ,Ox)= Ext^^ {n-\Lx/i^), Ox). 

Par dualité de Serre, ce /c-espace vectoriel est dual de H^{X,Ti~^{Lx/to) ®Ox ^x/fe)- ^''^ passant 
au module des invariants sous W (qui est isomorphe au module des co-invariants vu que l'ordre 
de W est inversible dans fc), on voit que l'annulation cherchée est équivalente à 

H\X,n-\Lx,i^) ^x/k)"^ = 

soit encore 

(9.8.1) H\C,FL{n],/^))^Q, 

où Fl est le foncteur exact de la catégorie des Ox-modules vers celles des Oc-modules défini par 

Fl{c) - TT,{n~\Lx/ij cy^. 

Appliquons le foncteur F^ à la suite exacte de Ox -modules 

(9.8.2) n*^}.^, 0. 
On obtient la suite exacte de Oc-modules 

FLi7T*nl,/,) Fun'x/,) Fun'x/c) o. 

Le module Fi(r2^yp) est de torsion et sa longueur est k(X, tt, /) par définition même de cet 
invariant. Il existe donc un diviseur effectif K sur C, de degré majoré par k{X, tt, /) tel que 

FLi7:*n'c/,) C FUn'x/,) C FL{7:*n'c/k){K). 

Pour prouver (|9.8.ip . il suffit donc de prouver qu'on a 

(9.8.3) H%C,FU7:*nl,/,){K))^0. 
Or, par la formule des projections, on a 

(9.8.4) FL{7r*nl./,) = TT^n-'iLx/iJ)'^ ®Oc ^c,k- 
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De l'injection évidente Ti ^(Lx/to) ^ /*^i£,/C' '^^ déduit les injections 

(9.8.5) ^,(7^-i(ix/t,))^ ^.{n-\Lx/i^)) TT^rnl/c)- 

d'oii, par tensorisation par fl^^i^(K) et l'isomorphisme (19.8.4p . une injection 

(9.8.6) FL{7T*nl.^,){K) ^ n^rnl^c) ®Oc ^c/k{K). 
On va prouver qu'on a 

(9.8.7) H'^iC^r^l^/c) ®Oc ^c/ÀK)) = 0, 

ce qui prouvera (|9.8.3p et donc (I9.8.ip . L'annulation ci-dessus est équivalente à 

(9.8.8) H\X, rnl/c ^*^c/ÀK)) = 0. 
Soit t^ le dual du fc-espace vectoriel t. On a alors un isomorphisme 

^\o/c^^^ ®k x*P*Oci-D) 

d'où 

Donc l'annulation (|9.8.8p est équivalente à l'annulation 

(9.8.9) H"{X,n*{nl,/,{K-D))) = 0. 
Mais, pour cette dernière, il suffit d'avoir 

deg{nl,/,{K-D))<0 

soit 

deg(i^) < deg(I?) -25 + 2. 
Comme dcg{K) ^ k(X, tt, /), la condition 

k(X,^,/) <deg(D)-2.g + 2 

est suffisante pour avoir l'annulation (|9.8.9p donc l'annulation (|9.8.ip et donc Ext^ (Lx/to i ^x)^ = 
(0). □ 

9.9. Estimation de la dimension de Mq aux points lisses. — Le but de cette section est de 
démontrer la proposition suivante. 

Proposition 9.9.1. — Soit (X, tt, /) e M^k) tel que 

Ext2(Lx/t„,Ox)'^=0. 

On a l'inégalité 

dimfe(AG) -dimfc(Ext\Lx/tz,,0x)'^) > S{X,TrJ). 



Dans la démonstration de la proposition 19.9.11 il sera commode de disposer de la définition 
suivante. 

Définition 9.9.2. — Soit Fq le foncteur de la catégorie des Ox-modules vers celles des Oc- 
modules défini pour tout Ox-module C par 



w 
kl ■ 
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Remarque 9.9.3. — Le foncteur Fq est exact. 

Démonstration. — (de la proposition 19.9. ip Sous la condition Ext^^ (Lx/t^ , Ox)^ — 0, 
l'inégalité cherchée est équivalente à 

deg(Fo(p*f^i./c)) -deg(i^o(r!i,/c)) ^ S{X,nJ) 

d'après la proposition l9.10.ri du paragraphe l9.10l ci-dessous. En combinant les lemmes [9.10.2[[ÏÏ7l0.3l 
et 19. 10.41 du paragraphe 19 . 1 01 ci-dessous . on obtient 

deg{Fn{p*nl^/c)) = S{X, n, /) + deg((t^ ttM],/^)'^). 
L'inégalité cherchée est donc équivalente à 

deg((t^ 0fc ttM'x/c)'^) - deg(Fo(f^^/c.)) > 
Il suffit pour cela de vérifier qu'on a 

dimfc((t^ ®fe n,nl./c)Y) ^ dimfe(Fo(r!^/c)c) 

pour tout c G C(fc). Or cette dernière inégalité résulte des assertions 3 et 4 du lemme IÏÏ".11.1I du 
paragraphe 19.111 □ 

9.10. Dans ce paragraphe, on énonce et on démontre quelques résultats qui interviennent dans 
la démonstration de la proposition l9.9.l[ 

Proposition 9.10.1. — Sous la condition 
on a 

dimfc (Ext^,^ {Lx/t^ , ) ) = dim(AG) + deg(i^n (ri^/p ) ) - deg(Fo [p* ^1./^)) 

Démonstration. — Pour tout k-espace vectoriel V, on note son dual. Par dualité de Serre, 
on a 

Ext^jLx/i^.Oxr = H'-\X,Lx/,^ n],,^) 

et donc 

{JLxeoALx„^,OxYr = H'-HC,FniLx/iJ). 
L'hypothèse de l'énoncé équivaut à 

H~\C,FniLx/i^))^0 

et la dimension cherchée, à savoir dimfe(Ext^^ (L^/tj, , Cx)^); est égale à la caractéristique 
d'Euler-Poincaré notée x(C, Fa(Lx/i£j )) de Rr{C, Fn{Lx/i„ j)- On a un triangle distingué 

et donc un triangle distingué 

Fn{p*LY/i^) ^ Fn{Lx/,^) ^ [Fo(p*17^/c) ^ Fn{n\^c)] - ■ 

on le dernier complexe est concentré en degrés —1 et 0. Par suite, on a l'égalité entre caractéristiques 
d'Euler-Poincaré 
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Par la formule de Riemann-Roch, la différence x(Cj ^n(^x/c)) ~ -Pl2(p*^y/c)) '^^^ égale à 
deg(Fo(f}ic))-deg(^^f2(p*17i)). Il reste à calculer x(C,i^o(p*Ly/t^)) = -x(C,Ffj(p*H^ 

x„ 1_ 1 lA à 1 I „„ „ 



D'après le lemme IÏÏ.6.1[ on a 

- 1 / 7- \ _* * _*r^l *_*r _ 



Par la formule des projections, on a donc 

Or (7r,f2^y^)^ = ripy;. (cf. lemme lÏÏTTTj assertion 2) et on peut identifier a*ilj^j.^ à 0"^^ Oc{~eiD) 
(cf. démonstration du l9.6.2p . Donc, à l'aide de la formule de Riemann-Roch, on a 

n 
i=l 

= {ei + . . . + en) dcg{D) - n{g ~ 1) 
— dim(AG). 

Cela termine la démonstration. □ 
Lemme 9.10.2. — On a l'égalité suivante 

degiFn{p*nl./c)) = degiFUrnl/c)) " degiFnirx*^Lo/c))- 
Démonstration. — Appliquons le foncteur /* à la suite exacte (|9.6.ip . On obtient la suite 

qui est exacte (l'exactitude à gauche se voit comme celle de la suite I9.6T3)) . Il résulte de (|9.6.2p 
qu'on a f*Çl^^^ = /3*f2yyp. En appliquant le foncteur exact Fq à la suite ci-dessus, on obtient 
la relation voulue. □ 

Lemme 9.10.3. — On a 

deg{Fnirnl/c)) - deg((t^ 0^ n^Ox))"^ ®Oc ^h/ki-D)) - deg((t^ 0,. ^^f^^/c)"^)- 

Démonstration. — Identifions ^l^^c ^ X*P*ii^ ®fe Oc{-D)) et f*^l^/c à ®kT^*{Oc{-D)). 
Par la formule des projections, on a 

(9.10.1) Fn{r^\^,c) = ®k -^À^'x/k))"^ ®Oc Oc{-D). 
et 

(9.10.2) (t^ ®k TT*Ox)^ ®Oc ^c/k- = 7r,(t^ ®k Ti*^c,k)^ ■ 
Partant de la suite exacte (19.8.2p . on voit qu'on a une suite exacte 

qu'on réécrit à l'aide de (|9.10.ip et (|9.10.2p 



42 



L'égalité annoncée s'en déduit puisqu'on a 

deg(7r,(t^ ®fe {-D)) = deg(^,(t^ ®k ^]c/c)^ 

vu que 7r*(t^ ®k ^\c/c^^ Oc-module de torsion. 

□ 

Lemme 9.10.4. — On a 

deg((t^ ®fe 7r,(Ox))^ ®Oc ^h/ki-D)) - deg{Fnirx*^L^/c)) - S{X,nJ). 

Démonstration. — On va montrer l'isomorphisme suivant 

(9.10.3) Fnirx*^L^/c) = i^^ ®fc ^y,*Oy)'^ ®Oc ^c/u("D) 

qui donne immédiatement le résultat. 

Partons de la relation (cf. lemme [9.11.11 assertion 1) 

Or Vl\^/c s'identifie à ®k x*P*Oc{~D). On a donc 

Par conséquent, on a 

(9.10.4) = {i'' ^k^Y^^Oy)^ ®OcOc{-D) 
puisque a*x^Oij^ — TTy^^Oy. En utilisant le lemme [5.6. 11 on a 

Par conséquent, par la formule des projections, on a 

(9.10.5) = a*^]a.n/C®Oc^C/k^ 

la dernière égalité résultant de 7r*(ri^^j,)^ = f^^/^, (cf. lemme [ÏÏ. 1 11 assertion 2). En combinant les 
lignes (|9.10.4p et (|9. 10.5p . on obtient bien (|9.1oT3p . 

□ 

9.11. Quelques lemmes annexes. On rassemble dans le lemme suivant quelques résultats qui 
ont été utilisés dans ce qui précède. 

Lemme 9.11.1. — Soit c G C{k). On a les relations suivantes 
1- X*{^\^/c)^ ^ ^Imo /c ' 

2. 7r*(r2^^^)^ = ^c/fc 

3. dimfc((t^ ®k 7r,f2^^(-,)^) = dim(t) — dim(t^=") où Wx C W est le stabilisateur d'un point 
X S X{k) au-dessus de c; 

I T /rn \ \ { si X est étale au-dessus de c ; 

4. d,m,{Fn{n^^^h) = ^ ^^^^^^ 
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Démonstration. — Montrons l'assertion 1. On déduit de (|9.6.ip la suite exacte 

Mais, par la formule des projections, on voit que la flèche d'adjonction Î^Juj^/c X*X*^laxo/c 
identifie fl^ ,^ à (Y*Y*r2^ /^)^- En choisissant une trivialisation du fibré Cn dans un voisi- 
nage d'un point de C(fc), on est ramené à prouver 

oil l'on note x le morphisme canonique t car. Soit A;(t) le corps des fractions de l'anneau des 
fonctions régulières sur t. Comme x 6st génériquement étale, on a 

fc(t) ®fe[t] l^l/^, = fc(t) ®fe[tl"- ^car/fc 

d'où 

(9.11.1) (Mt) ®m = (Mt) ®Mtl- f^ccr/fc)"^ = Mt)"^ ®Mt]- "L/fc) 

Soit ti, . . . , t„ et CTi, . . . , o-„ des éléments homogènes de A:[t] tels que A;[t] ~ fc[ti, . . . , i„] et A;[t]^ ~ 
/c[cri, . . . ,cr„]. Soit dE e X*(f^î/fc)^- Par (|9.11.ip . il existe 5i,...,5„ dans /c(t)^ tels que dS = 
Sr=i ^i'^'^i- ^"^it î un entier 1 ^ ï ^ n. La forme 

do-i A . . . A dE A . . . A don G /\ î^î/^, 

où remplace da^, est invariante sous W . Par ailleurs, cette forme est égale à 

hida\ A ... A dan = biJdti A ... A dtn, 

où J est le déterminant jacobien det(^^). On a donc biJ £ k[i]. L'invariance sous W de la forme 
ci-dessus implique que bjJ est anti-invariant c'est-à-dire on a pour tout w ÇzW 

wibiJ) = det{w)biJ 

où det(i/7) est le déterminant de w agissant sur t. Or l'ensemble des éléments anti-invariants de 
k[t] est fc[t]'^ J (cf. p3] proposition 6 Chap. V). Cela prouve qu'on a, bi e k[t]^ d'où l'assertion 1. 

Passons aux autres assertions. Durant toute la démonstration, on utilisera les notations sui- 
vantes. On note c un point de C{k). Soit Oc,c le complété de l'anneau local de C en c et Fc le 
corps des fractions de Oc.c- La F^-algèbre Ox xoc Pc est un produit fini de corps qui sont des 
extensions finies et modérément ramifiées de Fy. Ils correspondent bijectivement aux points de 
X{k) au-dessus de c. Soit x un tel point et Fx le corps correspondant. La clôture intégrale de 
Oc,c dans F^ est le complété Ox,x de l'anneau local de X en x. Le groupe de Weyl W agit sur la 
fibre de X au-dessus de c. Soit Wx C VF le stabilisateur de x. Puisque la caractéristique de k ne 
divise pas l'ordre de W, ce sous-groupe est cyclique; il ne dépend du choix de x qu'à conjugaison 
près. Le choix d'une uniformisante tu de Ox,x permet d'identifier cet anneau à l'anneau de série 
formelle fc[[ci7]] et l'action de Wx sur Ox,x s'identifie à l'action continue de Wx sur fc[[în]] qui agit 
par un caractère primitif C sur l'uniformisante w. Soit m l'ordre de Wx. Alors le sous-anneau Oc,c 
s'identifie au sous-anneau fc[[n7™]]. 

Montrons l'assertion 2. Il suffit de la prouver dans le voisinage formel Spec(C'c.c) du point c 
auquel cas elle se réduit à l'isomorphisme 

(^*^fc[[ro]]/fc)^" = ^fc[[ro™]]/fc- 

Or T^*^l.[[^]yi; est le /c[[tÂ7'"]]-modulc ^[[îujjdîu. Donc son module des invariants sous Wx est 

k[[zu"']]zu"'-'^dTU = fc[[ro'"]]dw" 
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qui est bien le module ^1],^^ 

On a 



'fc[[tu"]]/fc- 

Montrons l'assertion 3. On a 



et 7r*r2^^ s'identifie au A:[[-!i7™]]-module fc[[n7]](iti7/ci7™ ^fc[[n7]](in7. Donc, comme représentation 

de Wx, c'est la somme des caractères C pour 1 ^ i < m avec multiplicité 1. Soit U C t la compo- 
sante isotypique de t sur laquelle Wx agit par le caractère pour ^ i < m. On a donc 



dimk{{t^ <»kTr *^hx.J Oc. J^'^) = ^ dim(t„_i) 

i=l 

= dim(t) -dim(t^=") 



d'oii l'assertion 3. 



Prouvons l'assertion 4. Si X est étale au-dessus de c, on a ^x/(j ^ = d'oii l'annulation 
cherchée. Si X n'est pas étale au-dessus de c, on a m ^ 2. Par définition, on a Fo(r2^yp) = 

Fni^x/c)c = '^*{^x/c "^Ox ^x/k)Y 

~ (fc[[tÂ7]]dtÂ7 dîî7/n7™~^fc[[îu]]dn7 0^ dîu)^"^ 
~ k[[w"']]/w"'k[[w"']]iw"'-^dw(i)kdvj) 



d'oià l'assertion sur la dimension. 



□ 



9.12. La formule de Ngô-Bezrukavnikov. — Ngô a relié l'invariant local ôc à la dimension 
d'une fibre de Springer affine (cf. [21] proposition 3.7.5 et corollaire 3.8.3). Par ailleurs, Bezrukavni- 
kov a démontré (cf. [7]) une formule énoncée par Kazhdan-Lusztig (cf. |19j ) pour cette dimension. 
Combinant les deux, Ngô a obtenu le lemme suivant dont on donne ici une preuve directe. 

Lemme 9.12.1. — Soit (X, tt, /) G Mc{k) et a Acik) son image par le morphisme défini au 
lemme V9.3.1\ Pour tout c G C{k), on a la formule suivante 

6c{X,7tJ) = l/2(valc(i^'^(a)) - dimfc(t) + dimfc(t^^)) 

où Wx c W est le stabilisateur d'un point x G X{k) au-dessus de c. 

Démonstration. — Soit {X,TT,f) G Moik) et a G A.G{k) comme ci-dessus. Soit c G C(fc) et 
X G X{k) au-dessus de c. On reprend les notations de la démonstration du lemme [9.11.11 Par 
définition de 6c{X, tt, /), il suffit de prouver les deux relations suivantes (oii m est l'ordre de Wx ) 

(9.12.1) dim, (-J^Ii^^^) = mvaUD^{a))/2 
et 

(9.12.2) dim. ^ "^('^^"^(^^ - dim.(t-^))/2. 

Comme on peut trouver une forme bilinéaire non dégénérée invariante par W, les formules ci- 
dessus sont équivalentes à celles obtenues lorsqu'on remplace t par son dual t^. Par les formules 
(|9.10.3p et (|9.10.5|) . on a 
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et l'inclusion 7r*(t^ (S)k t^y.*Oy)Y ^ ®fc ^x.x s'identifie à l'inclusion de {f*X*^lav /c^^ dans 
La dimension cherchée est donc égale à m fois la valuation du déterminant jacobien 
J considérée dans la démonstration du lemme l5.ll.il Or on sait qu'à un facteur dans près, le 
carré de ce jacobien est égal au discriminant D'-'{a) (cf. proposition 5 de [9]). La formule (|9.12.ip 
s'en déduit. 

Prouvons maintenant la formule (|9.12.2p . On a 

m — 1 

7r*(t 7T,Ox)Y = k[[w]]io © w''''-'k[[vu]]U. 
On a donc la formule suivante 

ce qui donne le résultat voulu vu que dimfc(ti) = dimfc(t„ij par l'existence d'une forme bilinéaire 
non dégénérée invariante par W. □ 

9.13. Une majoration de k par le discriminant. — Le but de ce paragraphe est d'obtenir 
une majoration de k par un multiple du discriminant. Auparavant, nous allons donner une autre 
expression pour k. 

Lemme 9.13.1. — Soit {X, tt, /) G Mc{k) et c un point fermé de C. Alors 
Kc{X,7rJ) = long(7r, (Ti" ^ (L^/y ) ® Ox ^^x/c ) • 



Démonstration. — On a un triangle distingué 

P*Ly/Id ^ ^x/to ^ I^x/Y 

où l'on a introduit le complexe 

Lx/Y = [P*^Y/C ~^ ^X/c] 

placé en degrés —1 et 0. On a donc une suite exacte 

^ H-i(p*Ly/t^) ^ H-\Lx/i^) ^ n-'iLx/Y) ^ 
vu que TiP^Ly/ij^) — 0. Il s'ensuit qu'on a une suite exacte 

7T4H-\p*LY/tJ^o.n],/c)'^ ^ TT4H-\Lx/i^)^0:.n],/c)'^ ^ 7T4H-\Lx/Y)®o.n],^c)'^ ^ 0. 
D'après le lemme 19.6.11 on a 

n-\p*LY/t^) = 7r*a*f7j„^/c 

d'où 

Mn-\p*LY/iJ ®Ox ^x/c)"^ = a*f^L„/c ®Ox M^x/c)"^ = 
car 7r*(ri^^(^)^ = (cf. la ligne (|9.7.3[) ). Il s'ensuit qu'on a 

n4H-\Lx/i^) ®Ox ^x/c)"^ ^ tt^H-^Lx/y) ^x/c)"^ ■ 
Le lemme se déduit alors de la définition de Kc, cf. l. ()9.7.1|) . 



□ 



La borne suivante, bien qu'assez grossière, nous sufhra par la suite. 
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Proposition 9.13.2. — Soit (X,Tr,f) E BG(fc) et a E Acik) le point correspondant par le 
morphisme ip défini à l'assertion S du lemme [9.3.11 Pour tout tout point fermé c de C, on a 
l 'inégalité 

Kc{X,TrJ) ^ \ W\/2vaUD^{a)). 



Démonstration. — Soit c un point fermé de C. Par le lemme [9. 13. 1[ on a 

K,{X,7rJ) = loiig{7r,in-\Lx/Y)^o.^x/c)^) 

où l'inégalité résulte de la surjection évidente 

Comme on a également une injection évidente 

1 ^ n-\Lx/Y) ®Ok ^X/k ^ P*^\/C ®Ok ^\/k 

et qu'on a (cf. l. ([9Â2l) ) 

il vient 

K,{X,TTj) ^ longiMf*nl/,,,^ ®Ox ^x/k)^)- 
Soit X un point de X au-dessus de c. Soit C VF le stabilisateur de x dans W et m l'ordre de W^. 
On peut donc majorer la longueur ci-dessus par la longueur du C'x,2:-module if*^l^/cazo ®Ox 
^x/k)^ (où l'on a enlevé les invariants sous W^). Or celle-ci est la longueur de (/*rij^ 

)/ carD )a: donC 

elle est égale à la valuation (en x) du déterminant jacobien J considéré dans la démonstration du 
lemme [U.ll.li dont le carré est égal au discriminant D'^{a). Cette longueur est donc 

m/2valc(£'^(a)). 

On obtient alors la majoration cherchée. 

□ 

9.14. Dans ce paragraphe nous allons prouver le lemme suivant. 

Lemme 9.14.1. — Soit a E Acik) et c E C{k) tel que valdD'^ {a)) — 1. Alors la courbe camérale 
Ya associée à a est lisse au-dessus de c. 

Démonstration. — D'après la formule de Ngô-Bezrukavnikov (cf. lemme [9.12.ip . il existe un 
entier S tel que 

1 = valc(i:''^(a)) = 26 + dimfe(t) - dimfc(t^=") 

011 Wx C W est le stabilisateur d'un point x E X{k) au-dessus de c. On a donc (5 = et 
dimfe(t) - dimfc(t'^-) = 1. Soit M le sous-groupe de Levi de G défini comme le centralisateur 
de . Comme 0^'= est de codimension 1 dans t et qu'il est central dans M, le rang du groupe 
dérivé de M est 1 (le rang nul correspond à M = T ce qui est exclu : le groupe Wx serait alors 
trivial). En particulier, le groupe Wx est égal au groupe de Weyl de M d'ordre 2. Le morphisme 
X ^ C dans un complété formel de x est donné par l'inclusion /c[[n7^]] ^ ^[[ro]]. Avec les notations 
de (|9.4.1|) . on a, par le choix d'une trivialisation du fibré en droites associé à D, un morphisme 
/ : Spec(fc[[n7]]) ^ t Spec(fc[[îÂ7^]]). En prenant le quotient par W'^ , on obtient une section 
Spec(fc[[îÂ7^]]) catM Xfe Spec(fc[[n7^]]). On est donc tout de suite ramené au cas où G = M. En 
utihsant les décompositions t = ffi U/dor "^t cav]\f — im ® carMdor' où l'on note et tMdo, 
les algèbres de Lie du centre de M et du tore T n Mder, on est ramené au cas oii M est semi- 
simple de rang 1. Un calcul direct montre que le germe local de la courbe Y est de la forme 
Spec(/e[[M, y]]/(î/^ — a{u)) avec val„(a(w)) = 1 qui est bien lisse. □ 
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9.15. Démonstration du théorème [9.1.31 



— Le morphisme d'oubli de la donnée t 



Ag -> Ag 

fait de Aq un revêtement fini, étale et galoisien de groupe de Galois W de Aq. En composant par 
ce morphisme les fonctions ô et n des définitions 19.7.11 on obtient des fonctions encore notées ô et 
K. La première est semi-continue supérieurement (cf. proposition l9.4.4|) et la seconde est seulement 
constructible. 

On est enfin en mesure de donner la démonstration du théorème 19.1.31 On en reprend les 
notations du théorème 19.1.31 : en particulier, a = (ha,t) G Acik) vérifie les assertions 1 et 2 du 
théorème 19. 1.31 La condition 

K ^ deg(£>) -2.9 + 2 

définit donc un ensemble constructible de Ag- On va montrer que cet ensemble contient 

un voisinage du point a. D'après [15] chap.O proposition 9.2.5, il faut et il suffit que pour toute 
partie fermée irréductible y de Aq contenant a, l'ensemble ^'^-^on p y g^j^ dense dans y. Pour 
cela, il suffit de prouver que A'^~^°'^ ny contient le point générique de y. Il suffit encore de montrer 
le lemme suivant. 

Lemme 9.15.1. — Soit K une extension algébriquement close de k et b un morphisme de 
Spec{K[[u\]) dans Ag de fibre spéciale bg = a Xj. K. Soit 6,, le morphisme déduit de b en fibre 
générique. Alors b^i définit un point de A'^^'°°^ . 

Démonstration. — Soit hb la section du fibré caxn ^kK[[u\] au-dessus de la courbe relative 
C Xfe A'[[it]] sous-jacente à la donnée de b. Soit C,, et Cs les fibres générique et spéciale de cette 
courbe. Soit S* C C l'ensemble fini de points fermés de C qui vérifie les assertions 1 et 2 du 
théorème l9.1.3l Dans la suite, on identifie 5 à un ensemble de points fermés àeCg — Cx^K. 

Lemme 9.15.2. — Pour tout point fermé Cri de qui se spécialise en un point de Cg — S on a 
où est l'invariant local défini en {9.7.1^ . 

Démonstration. — Si c,, se spécialise en un point en lequel ha{Cs) ne coupe pas *H^^ et coupe 
transversalement ou ne coupe pas S)^^, alors h{Cjj) en c,, ne coupe pas ou coupe transversalement 
S)*^. Dans tous les cas, le lemme [9.14.11 implique que la courbe camérale associé à bjj est lisse 
au-dessus de c,, d'oîi la nullité du k en ce point (cf. proposition 19. 7. 4)1 . 

Si Cjj se spécialise en un point Cg en lequel h{Cs) ne coupe pas S)^^ et coupe transversalement 
ou ne coupe pas 9^^^ , alors h{Cjj) en ce point coupe le diviseur avec une multiplicité inférieure 
ou égale à 2. Si cette multiplicité est nulle ou vaut 1, on conclut comme précédemment que k en 
Cri est nul. Supposons donc que cette multiplicité vaut 2. Soit Y la courbe camérale associée à 
kl,. Soit Yg et Yjj ses fibres spéciale et générique. Soit y s un point au-dessus de Cg- Par hypothèse, 
il existe une unique racine ±a de T dans G tel que Yg coupe en yg le diviseur défini par a. En 
particulier, le stabilisateur dans W de yg est d'ordre 2. Soit Y^j la courbe camérale associée à hi, 
et yri un point au-dessus de c^. Ce point y,, se spécialise en un point y g G Yg au-dessus de Cg. Le 
stabilisateur de y,, dans W est inclus dans le stabilisateur de y g donc son ordre est au plus 2. Quitte 
à remplacer K((u)) par une extension radicielle et ^^[[m]] par sa normalisée dans cette extension, 
on peut supposer que la normalisée de Yjj est lisse (cf. [T7| proposition 17.15.14). Soit Xjj un 
point de X^i au-dessus de y ri- La stabilisateur de Xrj dans W est inclus dans le stabilisateur de 
yjj donc est un groupe d'ordre au plus 2. Par la formule de Ngô-Bezrukavnikov (lemme [9.12.1|) . 
on sait que la valuation du discriminant et la différence dim(t) — dim(t'^^'î ) ont même parité. Or 
notre hypothèse est que la valuation du discriminant est 2. Donc la différence dim(t) — dim(t^^'î ) 
est paire. Si \Wx\ = 2, cette quantité vaut 1. Donc Wx = {1} et X,, est étale au-dessus de c,,. Par 
conséquent, k s'annule en c,, (cf. proposition 19. 7. 4[) . □ 

Par (|9.7.2p et le lemme précédent, on a 
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où Sri est l'ensemble des points de qui se spécialisent en des points de S. La proposition 
19.13.21 donne alors la majoration 

s; \W\/2 Y, valc.p'^ (&„))■ 

La somme dans le majorant ci-dessus est égale X^ces '^^^c(-C'*^(6s)). Or 6,, ^ a K. L'hypothèse 
2 du théorème 19.1.31 entraîne la nouvelle majoration 

k(^) < deg(L') -2.9 + 2 

qui prouve bien que brj définit un point de _4'^^'^°" ce qui termine la démonstration du Icmme 
I9.15+I □ 

On a donc prouvé que _4''^'^°" contient un voisinage ouvert de a qu'on note U. Montrons 
ensuite que U C Soit S un entier et Ag une composante irréductible d'une strate Ag. Il 

s'agit de voir que si U Ci Ag n'est pas vide alors on a 

dimfc(^^) s; dim(^G) 

A un revêtement fini et étale près, l'intersection U fl A'^ est l'image par le morphisme ip considéré 
au lemme [9.4.11 d'une partie localement fermée de Bq. En tout point b G Mcik) de cette partie, 
on a (5(5) = S et k(5) < deg(Z?) — 2g + 2. Les propositions 19. 8. Il et 19. 9. Il montrent que Ma est lisse 
en un tel point de dimension ^ dimk{AG) — S. On a donc 

dimfc(^^) = dimfe(C/ n A'g) ^ dim(^G) - S 

ce qu'il fallait démontrer. Cela achève la démonstration du théorème 19. 1.31 



10 L'énoncé cohomologique prolongeant celui de Ngô 

10.1. Le théorème de décomposition — Dans la suite, on note avec un indice un objet 
sur ¥q et l'omission de l'indice indique l'extension des scalaires à k. Soit Aq un Fg-schéma de 
type fini intègre. Suivant nos conventions, on a A — Aq (8>f, k. Soit dA la dimension de A. Pour 
tout point g de A, soit da la dimension du fermé irréductible {a} de A. Soit ia = {a} ^ X et 
ja — {a} ^ {a} les inclusions. On dira qu'un système local de Q^-espaces vectoriels sur le schéma 
{a} est admissible s'il se prolonge en un système local J-y sur un ouvert dense V de {a}. Pour 
un tel système local J-'a, on notera ja,\*^a le prolongement intermédiaire jv,\*^v du système local 
J-y à {a} tout entier pour n'importe quel ouvert dense assez petit jv ■ V ^ {a}- 

Proposition 10.1.1. — (J^ théorème 5.3.8) Soit Kq un Qg-faisceau pervers pur de poids w 
sur Aq. Le faisceau pervers K sur A, obtenu par extension des scalaires de ¥q à k, admet une 
décomposition canonique en somme directe 

aeA 

OÙ pour tous les a sauf un nombre fini, J-a — (0) . 
Démonstration. — L'unicité résulte du fait que 

^OTi\{ia.*ja.\*^a[da],ia' .*ia' ,\*^a'[da']) = (0) 

quels que soient a ^ a' dans A. En effet la restriction à {a} D {a} de ja,\*J'a[da\ est dans 
PD,^-i(M nM',Q^) et donc ilia' .*ja.w:Fa[da] est dans Df-^ ({â\ Mù ■ 
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Pour l'existence, on procède par récurrence sur la dimension de A. Soit j : U ^ A un ouvert 
dont le réduit est lisse sur ¥q, qui contient tous les points génériques des composantes irréductibles 
de A de dimension et sur lequel j*PH~'^^{K) est un système local et j*K = j*PH~'^^{K)[dA\- 
Il existe alors une filtration 

(0) ^KoCKiCK2CK3^K 

avec Kl/ Ko et K3/K2 à supports _dans A - U et K2/K1 = j\,*j*P'H~'^^{K)[dA]- Or pour tout 
système local pur F sur U et tout Q^-faisceau pervers L pur de même poids sur A supporté par 

^ — J7, on a 

Ejit\LJ,^^T) = Ext\j,^,T,L) = (0) 

(sur A les Ext*^ sont nuls comme on l'a déjà rappelé et les Ext^ ne peuvent pas avoir 1 comme 
valeur propre de Frobenius d'après le théorème de Deligne). Il s'ensuit que j<.^*j*^'H^'^^ {K)[dA] 
est un facteur direct de K avec un supplémentaire supporté par A — U. □ 

10.2. Soit /o : Mq — > Aq un morphisme de Fg-schémas séparés de type fini. Soit f : M A \e 
morphisme obtenu par changement de base de à k. On suppose que /o est propre, purement 
de dimension relative df, et que Mq est lisse, purement de dimension dM = df + dA sur F^. On 
considère le faisceau pervers gradué et pur en chaque degré sur ^0 

K'o = PH'iRfoMMoidM]) = 0PW"(iî/o.*Q,,Mo[rfM]). 

n 

Soit K' le faisceau pervers gradué sur A déduit de K* par changement de base de ¥q à k. Par la 
proposition 110. 1 .11 on a 

K' =^ta,*ja,uJ^:[da] 
aeA 

OÙ chaque est un système local gradué admissible sur {a}. La dualité de Poincaré assure que 

•^a-" = (-^r);(da). 

On définit le socle de iî/*Q£.Af ['^a/] comme l'ensemble fini 

Socle(iî/*Q,,M[rfM]) C A 

des a tels que T* ^ (0). Pour tout a dans ce socle, soit Ua, resp. n~ le plus grand entier n, le plus 
petit, tel que JF" ^ (0). On définit l'amplitude de par 

Ampl(J^*) = ria - < 0. 

Lemme 10.2.1. — Soit a e Socle(iî/,Q^ [^Af]). On a les inégalités 

Amp\{T:) ^2{df-dA + da) 

et 

codim^(a) := dA ^ da ^ df. 

Démonstration. — Écrivons comme ci-dessus Ampl(jF*) = Ua — . Par dualité de Poincaré, 
on a ria = —n~ de sorte qu'on a 

Ampl(.F,') = 2n,. 

La restriction à {a} de iî'^**~''"°~'^''/*Q£.A/7 Qui contient T^" comme facteur direct, est non nulle. 
Par suite, on a d^/ + f^a ^ c^a ^ 2dy ou encore 

AmpliT^) ^ 2{df - dA + da). 

En particulier, on a nécessairement codim^(a) := dA — da ^ df . □ 
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10.3. Retour sur un résultat clef de Ngô. — Soit go : Pq ^ Aq un schéma en groupes 
commutatifs lisse purement de dimension relative df sur Aq, à libres connexes. On suppose que 
Pq agit sur AIq au-dessus de Aq. Soit 

C'est un faisceau sur dont la fibre en un point géométrique â de est le Q^-module de Tate 
VfPo,a de la fibre de Pq en â. On a une action de l'algèbre de Lie commutative V^Pq sur Rfo,*Qi 

Pour tout point géométrique â de Aq, cette action induit d'une part une structure de 

A'ViPo^a = A'ViPo^a 

module gradué sur la cohomologie H*{Mo^â,Qe)- EUc induit d'autre part une structure de 

A'VePo ^ ^ A'VePo 

module sur 

PH'iRfoM - 0PH"(iî/o,*Q£). 

nez 

En particulier, pour tout a dans le socle de Rf*Qe mI^^m], elle induit une structure de A*V^Po,a 
sur J^'. 

Pour chaque point géométrique a de An de corps résiduel noté k{à), la fibre Po^n de Pq admet 
un dévissage canonique 

(10.3.1) l^pa|_,p^_^pab ^1 

oit Pq^ est un fc(â)-schéma abélien et PqÎ est un fc(â)-schéma en groupes afhne. La dimension de 
PqÏ ne dépend que de l'image a de â et sera notée ô^^ . La fonction a ^ ô^^ est semi-continue 
supérieurement. En particulier, si a est un point de A, la fonction b i-^ S^^ est constante de valeur 
6^^ sur un ouvert dense de {a}. Soit 5 un point géométrique de Aq. On a un dévissage analogue 
au niveau des modules de Tate 

(10.3.2) ^ ViPS% ^ ViPo^â ^ ^^£Po,s ^ 

011 V^Pq ^ est de dimension 2{df — S^^) et V^Pq^ est de dimension égale à la dimension de la partie 
torique de Pq|. 

On vient de voir précédemment que la cohomologie H'{Mo^â, Qe) est munie d'une structure de 
A'V^Po.Q-module gradué. Tout scindage de la suite exacte (|10.3.2p induit une action de 

A'y.P^b 

sur H*{Mo^â, Qi)- Cette action dépend a priori du scindage. Si le point géométrique â est localisé 
en un point fermé a de Aq, le corps résiduel k{a) est fini et l'extension de Pq^ par PqÏ donnée 
par (|10.3.ip est d'ordre fini. Elle est donc, à une isogénie près, scindée et le scindage obtenu 
est nécessairement unique. En particulier la suite (|10.3.2p est canoniquement scindée (cf. [23] 
proposition 7.5.3). 

Soit a un point du socle de Rf^Qi^Mi^M]- En fait, le dévissage (|10.3.ip existe pour a après 
un changement de base radiciel. En particulier, on peut définir le dévissage (|10.3.2p pour a. Par 
un argument de poids (cf. [24j §7.4.8), l'action de A'V^Po.a sur se factorise en une action de 
A'ViPQ^a sur J^'. Ainsi J^' est un module gradué sur A'VfPjf;^. 
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Suivant Ngô (cf. [23] § 7.1.4), on dit que ViPo est polarisable si, localement pour la topologie 
étale de Aq, il existe une forme bilinéaire alternée 

VePo X VePo ^ Q,(l) 

telle que, pour chaque point géométrique â de Aq, le noyau de la forme bilinéaire induite sur ViPâ 
soit ViP§^ et que la forme induite sur VeP§^ soit non dégénérée. La proposition suivante est une 
reformulation d'un résultat de Ngô. 

Proposition 10.3.1. — Soit fo : Mq Aq un morphisme de ¥q-schémas séparés de type fini. 
Soit go : Pq ^ Aq un schéma en groupes commutatifs lisse purement de dimension relative df sur 
Aq, à fibres connexes. Soit Pq x Mq — > Mq une action de Pq sur Mq au-dessus de Aq. 
Les hypothèses .suivantes 

1. (a) /q est propre, purement de dimension relative df ; 

(b) Mq est lisse, purement de dimension dM = df + dA sur ¥q ; 

2. le module de Tate V^Pq est polarisable ; 

3. pour tout point géométrique â localisé en un point fermé a de Aq, l'action de A'V^P^'' 
sur H'(Mâ,Qi), induite par le scindage canonique de \10.3.2]) décrit ci-dessus, fait de 
H'{M-âMi) un A'ViP.^^ -module libre; 

entrainent que pour tout point a G Socle(iî/*Q| mI^m]), la fibre en a de est un A^V^Pg^-module 
libre. 

Démonstration. — Il s'agit essentiellement du contenu de la proposition 7.4.10 de [23] • Les 

hypothèses sous lesquelles se place Ngô dans cette proposition ne sont pas exactement celles que 
nous adoptons. Plus précisément, nous ne supposons pas que le morphisme fo est projectif. En fait, 
dans la démonstration de Ngô, la projectivité de fo n'intervient qu'au travers de la proposition 
7.5.1 de [23] qui a pour conclusion notre hypothèse 3. 

□ 

A la suite de Ngô, on en déduit le corollaire suivant. 

Corollaire 10.3.2. — Sous les hypothèses de la proposition \10.3.1[ pour tout point a G A qui 
appartient au socle de Rf*Qi m[(^m], on a les inégalités 

Amp\{J^:) ^ 2{df - ôf) 

et 

> codimA(a). 



Démonstration. — La première inégalité est une conséquence évidente de la proposition 110. 3. Il 
et la seconde résulte du lemme 110.2.11 □ 

Le lemme suivant nous sera utile pour vérifier les hypothèses de la proposition 1 1 . 3711 

Lemme 10.3.3. — Soit X : B' ^ B une isogénie entre variétés abéliennes définies sur un corps 
algébriquement clos K. Soit X un K -schéma (ou plus généralement un K -champ de Deligne- 
Mumford) muni d'une action de B' et d'un morphisme propre f : X ^ B qui est B' -équivariant 
lorsque B' agit sur B par translation via l'isogénie a. Alors l'action de 

H,{B' ,Q,) = A'ViB' 

sur H*{X,(J() induite par l'action de B' sur X fait de H*{X,Qf) un A*VeB' -module libre. 
Démonstration. — On considère le diagramme cartésien 



Xq XkB' 

pis' 

B' 



X 



B 



52 



où pr^, est la projection sur le second facteur, Xq est la fibre de / à l'origine de B et a' est la 
restriction à Xq Xk B' de l'action X Xk B ^ X. La cohomologie de Xq Xk B qui est donnée par 
le produit tensoriel H'{X) ®H'{B') est évidemment un module libre sur fx'V^B' . La cohomologie 
de X s'identifie aux invariants sous ker(a) dans la cohomologie de Xq Xk B' . Or ker(a) agit 
trivialement sur H*{B') par l'argument habituel d'homotopie. Ainsi la cohomologie de X qui 
s'identifie à iî*(X (g. H*{B') est bien libre comme module sur A'VgB'. □ 

10.4. Modèle de Néron. — On revient aux notations utilisées depuis le début de l'article. Soit 
a G Ag un point fermé. Soit v : Ja '—>■ Ja modèle de Néron du schéma en groupes Ja sur C. La 
flèche v est un isomorphisme au dessus de l'ouvert Ua de sorte que le quotient Ja/ Ja est à support 
ponctuel. On a la proposition suivante due à Ngô (cf. [24] corollaire 4.8.1). 

Proposition 10.4.1. — Soit a — {ha,t) £ Aaik). Soit pa ■ Xa Ya la normalisée de la courbe 
Ya- Il existe un unique isomorphisme 

où Vexposant W désigne les points fixes sous W , qui s'insère dans le carré cartésien 

Ja ^ {X,{T) ®Z ^a,*G,n,yJ^ 



Ja — ^ {X,[T) 0Z 7ra,*Pa,*Gm,xJ^ 

OÙ 

- la flèche horizontale du haut est obtenue par changement de base par ha à partir du mor- 
phisme 

J%—^{X,{T) ®z (xS)*G™,t^)'^ 

déduit de l 

- la flèche verticale de droite est induite par la flèche d'adjonction 

En particulier, l'algèbre de Lie de Ja est l'algèbre de Lie commutative de fibré vectoriel sous- 
jacent 

{X,{T) ®Z^a.*Pa,*Ox^)^ ■ 



10.5. Application à la fibration de Hitchin. — On suppose désormais que le groupe G est 
semi-simple. Soit (Go,To) un couple formé d'un groupe Gq réductif connexe sur ¥q et de Tq C Gq 
un sous-Fq-tore maximal et déployé sur Fç. Soit r l'automorphisme de Frobenius de k donné par 
X ^ x'' . On suppose que le couple obtenu à partir de (Gq, Îq) après extension des scalaires de Fg 
à k est le couple {G,T). Le couple {G,T) est alors muni de l'action naturelle de r. 

On a fixé au > j4.fl une courbe G projective, lisse et connexe sur k ainsi qu'un diviseur D et un 
point oo G C{k). On suppose désormais que G provient par changement de base d'une courbe Gq 
sur Fq. On note encore r l'automorphisme 1 x r de G = Gq Xf^ fc. On suppose que _D et oo sont 
fixes sous T. 

Le schéma Ag est alors muni de l'action naturelle du Frobenius r. Celle-ci laisse stable les sous- 
schémas fermés Am pour M G C^{T). De même, le champ M.g est muni de l'action naturelle 
de T. Soit ^ G ttT en position générale (cf. remarque 14.9.2p . Soit : A^g — > Ag le morphisme 
de Hitchin tronqué qui est propre de source lisse sur k (cf. il4.9p . Alors le sous-champ ouvert 
A4q est stable par r et le morphisme est r-équivariant. De manière équivalente, on aurait pu 
directement définir des objets /g '■ M^q^ — > Ago sur F^ qui redonnent après extension des scalaires 
de Fg à A; les objets analogues notés sans l'indice 0. 
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Soit dj^s la dimension relative de Rappelons qu'on a défini un ouvert de Aq (cf. 

définition [ÏÏXÏ|) . 

Théorème 10.5.1. — Le socle de la restriction de Rf*Qe[djiii] à A^°^ est entièrement contenu 
dans l'ouvert elliptique de A°^^ D A^°'^, de sorte que si 

j : n A^°" ^ ^"^^ 

est l'inclusion de cet ouvert, on a un isomorphisme canonique 

"n^nmeidM^]) = jufH'iRmMM^]) 

sur A^°'^ pour tout entier i. 

Démonstration. — On va appliquer le corollaire 110.3.21 à la fibration de Hitchin A4^ muni de 
l'action du champ de Picard J^. On va en déduire que tout a qui est dans le socle de Rf*Qe[d^(] 
vérifie l'inégalité S^^ ^ codim^(a). On montrera ensuite qu'on a S^^ ^ Sa avec égalité si et 
seulement si a est elliptique. Donc, si a n'est pas elliptique, a ne peut pas être dans 

Nous allons tout d'abord montrer que pour tout a G Aaik), la fibre 7W| vérifie les hypothèses 
requises par la proposition 1 1 .3 . H et le corollairc llO.3.21 Pour cela, on applique le lemme [TO . 3 . 31 non 
pas k A4a mais à un champ homéomorphe ce qui suffit pour démontrer la liberté de la cohomologie 
de Ma- 

Soit M e tel que a est l'image d'un point {haM,t) G ^fH^T- Xa = eM{haM) ^ "^{P) 
où Em est la section de Kostant et F est le corps des fonctions de C. Soit A l'anneau des adèles de 
F et O le produit des complétés des anneaux locaux des points fermés de C. Soit S l'ensemble fini 
de points fermés de C complémentaire de l'ouvert /i"^^^ (car™/^). Pour tout v G S, soit Sy la fibre 
de Springer affine associée à u et Xa. Soit Fy le corps des fractions du complété de l'anneau local 
Ov en V. Soit J le centralisateur de Xa dans M F. Le ind-schéma J{Fy)/J{Ov) agit sur Sy. 
Soit X le produit contracté de J{A)/J{0) x OtjeS'^i' P^'' l'action diagonale de JJ^ J{Fy)/ J{Oy). 
Le quotient champêtre de X par l'action (sur le premier facteur) de J{F) est homéomorphe à la 
fibre de Hitchin Ma- L'homéomorphisme entre [J(F)\X] et Ma est équivariant sous l'action du 
champ de Picard Ja = [J{F)\J{A)/J{0)]. 

Ce dernier admet comme quotient [J{F)\J{A)/ J{0) JJ^ J{Fv)] qui est isogène au champ J^^ 
des Ja-torseurs oii Ja est le modèle de Néron de Ja - Le champ Ja agit sur [J(F)\X] et le morphisme 
évident de [J(i^)\X] vers [J{F)\J{A)/J{0)ll^J{Fy)] est J^-équivariant. 

Plus généralement, on peut définir un «tronqué» dont le quotient par J{F) est muni d'une 
action par et homéomorphe de manière J"a-équi variante à A^|. On a un morphisme J'a~ 
équivariant de [J(F)\X^] vers [J{F)\J{A)/ J{0)YI^ J{F.u)] dont l'image est isogène au champ 
J'a '^^ image de Ja dans Ja^- On obtient une action de Ja'^^ sur [J(F)\X^] en choisissant, comme 
il est loisible, une section à isogénie près du morphisme canonique J'a''^^ ~^ Ja- 

Les hypothèses du lemme [TO . 3 . 3 1 sont donc vérifiées pour le quotient [J(i^)\X^] et on en déduit 
la liberté voulue de la cohomologie de [J(F)\X^] donc de A^|. 

Comparons maintenant pour un point a de Ag les invariants Sa et S^^ . Le champ J^ est un 
champ de Deligne-Mumford dont les groupes d'automorphismes sont tous le groupe fini H^{C, Ja)- 
Soit la composante neutre de Ja - On rappelle Ja le modèle de Néron de Ja- Soit Ja"^^ le 
schéma abélien qui représente le foncteur des classes d'isomorphismes des Ja-torseurs. Le mor- 
phisme J^ — > j'^'^^ , qui envoie un Ja-torseur sur la classe du Ja-torseur obtenu lorsqu'on le 
pousse par le morphisme canonique Ja — > Ja, s'inscrit dans la suite exacte 

-j^ ^ jj-O.afi' ^ jj-O ^ jj-O.ab ^ q 

OÙ le noyau J^'^^ est le quotient d'un groupe algébrique affine par le groupe fini H^{C, Ja) agissant 
trivialement. On va calculer la dimension de ces objets par un calcul d'algèbre de Lie. La suite 
exacte 

1 ^ Ja ^ Ja ^ Ja/ Ja ^ 1 
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donne la suite exacte longue 

1 ^ Ja) H\C, Ja) H\C, Ja/Ja) ^ H\C, Ja) — H\C, Ja) ^ 1 

puisque Ja/Ja étant à support ponctuel a un trivial. Soit (5^^ = dim(J'°'^^^). On a donc 

5f = dim( J°) - dim(^°'"'^) 

= dim(iJi(C, Ja)) ~ dim(iï"(C, J,)) - àim{H\C, Ja)) 

= Aiui{H\C, Ja/Ja)) - dim{H°{C, Ja)) 

la dernière égalité provenant de la suite exacte longue ci-dessus. 
D'après [TÔ. 4. 11 on a 

dim{H°{C, Ja/Ja)) = dimk{H"{C,{t<E)k7rY^APa,*OxJOYj)'^)) 

= Sa 

on Sa est la valeur en a de la fonction 6 considérée à la section |9l II résulte aussi de 110.4.11 qu'on a 

où Wa est le sous-groupe de W'-^ défini au H7.'2\ Combinant les résultats précédents, on a 

<5f = <5,-dim(T^"). 

Supposons maintenant a ^ A'q. Il s'ensuit que pour un certain M G C^, on a a € Am et donc 
Wa C W^'^ (cf. proposition 18.2. 1| ) . En particulier, le centre de M est inclus dans T^" . On a donc 
dim(T'^" ) > et 

Sf < Sa. 

Supposons, de plus a G ytjîf" (cf. définition I9.1.ip . On a donc Sa ^ codim_4(a) ce qui, combiné 
avec l'inégalité précédente, donne 

(10.5.1) Sf < codim^(a). 

Supposons que a ^ Aq^ soit dans le socle de la restriction de Rf*Qi[dj^i;] à Par le corollaire 

110.3.21 (dont on a vérifié les hypothèses en début de démonstration)), on a l'inégalité 

sf ^ codim^(a). 

Mais celle-ci contredit manifestement (|10.5.ip . Donc tout a G Ag qui est dans le socle de la 
restriction de R.f*Qi[dMi] à appartient à l'ouvert Aq^. 

□ 



10.6. Les espaces Ags,p- — Dans ce paragraphe, on définit l'espace Ags,p associés à une 
«donnée endoscopique géométrique» de G (cf. définition 1 1 . 6 . 31 ci-dessousl et on en donne quelques 
propriétés. On ne suppose pas G semi-simple. Les notations sont celles du paragraphe précédent. 
Soit a G Ag- On a introduit au H7.'2\ le sous- groupe Wa de W'^ qui est le stabihsateur de la 
composante irréductible de Ya passant par le point ooy^. Soit W^ le sous-groupe normal de Wa 
engendré par les stabilisateurs dans Wa des points de la composante irréductible de Ya passant 
par le point ooy^ - Si â est un point géométrique de Ag localisé en a, l'ouvert Va, pointé par ooy- 
(avec les notations du ^ \7.2\i est un revêtement étale de l'ouvert Uâ pointé par oo. La fibre de ce 
revêtement en oo est munie d'une action du groupe fondamental ni(Ua, oo). En utilisant le point 
cx)y- de cet fibre, on obtient un morphismc 

7ri(t7a,oo) Wa- 

L'image de l'inertie 

Ker(7ri(C/a, oo) 7ri(C fc(â), oo) 
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est précisément le sous- groupe W^. On en déduit un morphisme 

(10.6.1) ^i(C,oo) ^M^JW-o. 

On a une suite exacte 

1 — >TTi{C,oo) — >7ri(Co,oo) — > Gal(fc/Fç) — > 1 

qui est canoniquement scindée par le point rationnel oo. On notera que l'homomorphisme (|10.6.ip 
est stable par Gal(fc/Fg). 

Définition 10.6.1. — Pour tout s € T, on introduit les groupes suivants 

- Ws est le sous-groupe de défini par 

W, = {w eW'^ \w s = s} ; 

- Wg est le sous-groupe de W'~^ engendré par les réflexions simples associées aux racines a £ <i>*^ 
telles que a^(s) = 1 ; 

- Gs est le groupe réductif connexe sur k de dual de Langlands Zg(s)° le centralisateur connexe 
de s dans G. 

Remarque 10.6.2. — Le sous-groupe est un sous-groupe normal de Wg - Il s'identifie d'ailleurs 
au groupe de Weyl de Gg- 

Définition 10.6.3. — On appelle donnée endoscopique géométrique de G la donnée d'un couple 
{s, p) avec 

1. s G f ; 

2. p : 7ri(C, oo) Ws/W^ est un homomorphisme continu et fixe par Gal(fc/Fg). 
Soit (s, p) une donnée endoscopique géométrique de G et soit 

la partie de A formée des a pour lesquels les conditions suivantes sont satisfaites 

-WaCWs] 

- l'homomorphisme composé 

7ri(C, œ) ^ Wa/W;^ ^ Ws/W^ 

est égal à p. 

Proposition 10.6.4. — Pour une donnée endoscopique géométrique {s,p) de G, la partie As,p 
est fermée dans Aq et stable par le Frobenius t. 

Démonstration. — Soit G s le groupe réductif connexe sur k associé à s (cf. définition 110. 6. ip . 
Le groupe Wg, qui agit sur T, agit aussi sur l'ensemble des racines de T dans Gs. Le sous- 
groupe Wg s'identifie au groupe de Weyl de {Gs,T). Soit un ensemble de racines simples de 
T dans Gs- Soit W^^'^ le sous-groupe de Ws qui laisse fixe. On a alors une décomposition en 
produit semi-direct Ws = W^ x VF™*. L'ensemble A^'' n'est pas unique mais on passe d'un choix 
à l'autre par l'action d'un unique élément de de sorte que changer A^' revient à conjuguer 
Ws^^ par un élément Ws - On complète la donnée de A^" en un épinglage {Bs,T, {Xa}^^^Gs) de 
Gs- Par ce choix, on identifie le groupe Ws^^ à un sous-groupe encore noté Ws^^ du groupe des 
automorphismes de Gs qui laissent l'épinglage stable. Soit Wg^^ le VV^'^'-torseur au-dessus de G 
muni d'une trivialisation de sa fibre en oo déduit de 

p:7Ti{G,œ) ^Ws/W^ ^W^^' 
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Comme W°^^ laisse invariant, ce groupe agit sur carg^ — t/ /W^ et on peut introduire le 
C-schéma carc^ qui est le produit contracté 



On introduit également sa variante 

Ce schéma fibré au-dessus de C est muni d'un isomorphisme de sa fibre en oo sur cavc^ (déduite de 
la trivialisation canonique de Cjj et de la trivialisation fixée de W^^^). En imitant la construction 
du ii|4.41 on introduit le schéma quasi-projectif vAq""^"® qui classifie les couples a = {ha,t) où 

- haeH°iC,cavG.,,,D); 

- t e t^-'^s avec XGÂt) = Kioo). 

La proposition résulte alors de la proposition suivante, la stabilité par Frobenius étant évidente. 

□ 

Proposition 10.6.5. — Les notations sont celles de la démonstration de la proposition \ 1 0. (T^ 
Le morphisme évident 

x%-' : - Ag 

est une immersion fermée d'image Ag^ p- 

Démonstration. — On renvoie le lecteur à [24], propositions 6.3.2 et 6.3.3. □ 

En particulier, pour une donnée endoscopique géométrique (s, p) dont l'homomorphisme p est 
l'homomorphisme trivial noté 1, le fermé ^^^i est l'image du morphisme évident 

x'g ■■ A%-:''^ ^ Ag 

011 A^''"'^ est l'ouvert «G-régulier» de l'espace Ag^ pour le groupe réductif G s de la définition 
110.6.11 (cf. i j4.4p . Comme cet espace Ag^ n'interviendra plus par la suite, on préfère réserver cet 
notation à l'ouvert G-régulier : on pose un peu abusivement 

Ag. = ^g:"'- 

On introduit comme dans la définition 14.4.11 un ouvert elliptique A'q de Ag. , qui est non vide 
pour des raisons de dimension. 

Proposition 10.6.6. — La partie localement fermée Xg' {Ag. ) H A'-q est non vide si et seulement 
si on a l'égalité 



entre les centres connexes des groupes duaux G et Gs 
En cas d'égalité, on a, de plus, 



x^^iAGjnAf^x.'6'iAt). 



Remarque 10.6.7. — Lorsque G est semi-simple, le groupe dual G l'est aussi et la condition sur 
les centres est équivalente au fait que Gs donc Gs est semi-simple. 

Démonstration. — Soit H ^ Gs, an £ Ah et a — Xci^)- C'n a alors Wa = par une 

variante du lemme 18.2.21 Aussi, dans les notations on ne distinguera pas a et an et on omettra 
Xg- La démonstration résulte des deux lemmes ci-dessous. 

Lemme 10.6.8. — Pour tout a e A'q H Ah, on a a e A^^ et = Z^. 
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Démonstration. — Soit M' le plus petit élément de C" {T) tel que Wa C W'^^' . Soit M G C^{T) 
dont le dual M s'identifie au sous-groupe de Levi Zq{Zj^^) de G (il s'agit du centralisateur dans 

G du tore central maximal de M'). On a donc Wa C M^*'^ C W^'^ et a G (par la proposition 
[gXT|) . Comme a G on a M = G et Z9^, C % d'où l'égalité Z| = ZS^, = et a G (par 
une application de la proposition l8.2.1l à H et son sous-groupe de Levi M'). □ 

Lemme 10.6.9. — Si Z% = Z%, on a C Af. 

H G' M Lr 

Démonstration. — Soit a G A'^ et M le plus petit élément de C^(T) tel que Wa C W^'^. Par la 
proposition 110.6.51 on a VFq C W" . On a donc VFo C W^' où Af G £^(r) est défini dualement 
par M' = M n H. Comme a est elliptique dans H, on a Af = i7 donc H C A/ donc Z^ C Z^. 
La condition Z^ = Zq implique que M ~ G c'est-à-dire a G Aq^. □ □ 

Proposition 10.6.10. — Supposons G semi-simple. L'ensemble des données endoscopiques géométriques 
(s,p) de G telles qu'on ait 

(10.6.2) As.pHA'i^lè 
est fini. 

Démonstration. — Lorsque s parcourt T, il n'y a qu'un nombre fini de possibilités pour 
les groupes Gs, Ws et Wg. Comme le groupe 7ri(C, oo) est topologiquement engendré par 2g 
générateurs, il n'y a qu'un nombre fini de morphismes p possibles. Il suffit donc de prouver qu'il 
existe un sous-ensemble fini de T qui contient tous les s qui appartiennent à une donnée endosco- 
pique {s,p) pour laquelle la condition (|10.6.2p est satisfaite. Soit donc un tel s et Z^' le groupe 

Cf s 

diagonalisable des points fixes sous Ws du centre de Gg. Comme ce groupe contient évidemment 
s^il suffit de voir qu'il est fini autrement dit que sa composante neutre notée S est triviale. Soit 
M le centralisateur dans G du tore S. Son dual M est un sous-groupe de Levi de G. Comme 
Ws centralise S, on a Ws C W'^'. Par l'hypothèse (|10.6.2p . il existe a G As^p n Af. O n a donc 
Wa C Ws C W^ . Par la proposition 18. 2^1) on a a G Am- Comme a est elliptique dans G, il vient 
M = G. Donc S est un tore central de G qui est supposé semi-simple. Ainsi S est trivial ce qu'il 
fallait démontrer. 

□ 

10.7. Le théorème cohomologique. — On continue avec les mêmes notations et hypothèses. 
On suppose ici que G est semi-simple. Soit s G T et Gs le groupe réductif connexe sur k de la 
définition llO.6.1] On munit Gs de l'action du Frobenius r qui induit l'action triviale sur le groupe 
des caractères de T. 

Pour fc-schéma X muni d'une action du Frobenius r, on note Perv{X) la catégorie des faisceaux 
pervers F sur X muni d'un isomorphisme t*F ~ F. Voici un théorème dû à Ngô (cf. [24j théorèmes 
6.4.1 et 6.4.2). 

Théorème 10.7.1. — On suppose G semi-simple. Soit s T tel que Gs est semi-simple. Soit 
X%"^^^ ■ Aq\ ^ Aq^ la restriction de Xg" à l'ouvert Aq\. 

On a alors l'égalité suivante dans le groupe de Grothendieck de Perv{AQ^ ) 

(xg-°")*P7i'(iî/â'.lQ.). - ^H'{RrélMM~2rs](-rs) 

où 

- rs = codim^c {Ag, ) ; _ 

- ^'H'{Rf^]^Q(.)s est la s-partie de ^H' {Rf^]^Qe) définie au théorème\MJÏ; 

- P?i*(iî/^" ^,Qi)i est la 1-partie de ^TL'{RJq'^ J^g) définie au théorème \8.5.1\ vour le groupe 
Gs (avec 1 l'élément neutre de T). 
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Remarque 10.7.2. — Comme G et Gg sont semi-simples, il en est de même de leurs duaux G et 
G s = Zp^s)^ . Par conséquent les centres de ces derniers sont finis. On a donc Z% — Z% — {1} et 

s est un élément de torsion dans T. 

Soit M e C^{T). On a défini au ij8.4l un ouvert Wji/ de Aq- Cet ouvert est clairement r-stable. 
L'ouvert de la définition 19.1.11 est également r-stable. Pour tout s G T, le fermé y^pAc, p, 

où p parcourt l'ensemble fini des morphismes continus et non triviaux 

p:7niC,œ)^W,/W°, 

est r-stable. Soit s G (f /Z|p)tors et 

(10.7.1) Us = Um n .4^™ r^{AG~ |J A,p) 

(«,p) 

où la réunion est prise sur l'ensemble fini (cf. proposition I10.6.10p des données endoscopiques 
géométriques (s, p) qui vérifient 

- s G s^O - ; 

M ' 

- A%'^As^p^^; 

- p est un homomorphisme non trivial. 
Alors Ug est un ouvert r-stable de Ag- Soit 

uf=u,r\Af. 

Pour tout s G sZj^ tel que Gs est semi-simple, on a un diagramme commutatif, où les flèches 
notées x sont des immersions fermées et les autres flèches sont des immersions ouvertes, 

Uf n Af^ .Af^ 
Uf 

Théorème 10.7.3. — On suppose G semi-simple et Ç G Ot en position générale. Pour tout 
s G (r/Z2^)tors; on a l'égalité suivante dans le groupe de Grothendieck de Perv(Us) 

(zi,)*(P7^-(iî/«-^-^-P-Q,),) = 0(j,),4xl)4*&J*'^H^E/â'!,.Q,)i^ 

s 

où 

- la somme porte sur les s G sZ'i-^ tel que G s est semi-simple ; 

- la s-partie '^'H*{Rft'^'^^^Q^^)s est celle définie au théorème \8.5.1\ : 

- les autres notations sont celles utilisées ci-dessus ou dans le théorème ] 10. 7. 1\ 

Démonstration. — D'après le théorème 110.5. Il on a un isomorphismc canonique 

itlt)^^n'{Rfl'^'-^^'^Q,h)^ij,)Ujsri^^^^^ 

D'après le corollaire 18. 5. 3i on a 

(j5)*(*l/)*(PH*(iî/f ^^-P^'-Q,),) = ^{ihyn'iRfSlQeh 
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où la somme est prise sur les s G sZj-^ d'ordre fini. Pour tout tel s, d'après Ngô (cf. [H] §6.4), 
^H' (R/q^^^Qi) s est à support dans le fermé (Up-^G^.p) H A'q C A'q où p parcourt les homomor- 
phismes continus de 7ri(C, oo) dans Wg/W^. Par conséquent, {iQ)*^'H'{RfQ^^Q(^)s est à support 
dans le fermé Uf^ n Aq^ . Si ce fermé n'est pas vide, l'inersection Ag^ H Aq^ n'est pas vide ce qui 
implique que Gs est semi-simple (cf. proposition 1 1 . 6T6l et la remarque qui suit). Pour un tel s, on 

m*''n'{Rrc^lQi)s = (xI)*(*&J*(xg^^"")*pw' (iî/G.lQ.).- 

On utilise le théorème de Ngô (cf. théorème 110.7. ip pour conclure. □ 



11 Les s-intégrales orbitales pondérées 

11.1. On a fixé au 23] une courbe C projective, lisse et connexe sur k ainsi qu'un diviseur 
D et un point c» G C(k). On suppose désormais que C provient par changement de base d'une 
courbe Cq sur F^. Soit r l'automorphisme de Frobenius de k donné par x ^ x'^ . On note encore 
T l'automorphisme 1 x r de C = Cq Xf^ k. On suppose que D et oo sont fixes sous t. 

Soit F et Fq les corps des fonctions respectivement de C et Cq. On a F = Fq (g)F, k d'où une 
action de t sur F donnée par 1 (g) r dont Fq est le sous-corps des points fixes. Pour tout point 
fermé wq de Cq soit -Fo,do complété de Fq en wq et Oo.uo son anneau d'entiers. Des notations 
analogues valent pour F . Le produit tensoriel complété 

FèFoFo^vo = n 

vGV, v\vq 

se décompose en le produit des complétés Fy pour les points fermés f de C au-dessus de vq. On 
munit ce produit tensoriel de l'action continue de r donnée par r ® 1. Cette action admet Fq.v^ 
comme sous-anneau de points fixes. On en déduit une action de r sur l'anneau des adèles A de 
dont l'anneau des points fixes est l'anneau Aq des adèles de Fq. Cette action respecte le produit 

V 

sur tous les points fermés de C. On définit de même Oq. On a d'ailleurs Oq = Aq O. 

On munit la donnée radicielle du couple (G, T) du t|2.1l de l'action triviale de r. Le couple 
(G, T) provient alors par changement de base d'un couple analogue défini sur Fg où le tore est 
déployé sur F,. Cela munit le couple (G, T) d'une action de t. Tous les éléments de V^{T) ou de 
C'^{T) c'est-à-dire les sous-groupes paraboliques ou de Levi de G sont stables sous l'action de r. 
Pour tout schéma S défini sur k et toute /c-algèbre A tous deux munis d'une action de r, on note 
S{AY le sous-ensemble des points fixes sous l'action de r. Si S est, de plus, un schéma en groupes 
(et T agit bien entendu comme un automorphisme de schémas en groupes), 'S'(^)^ est un groupe 
et on note S{A)r l'ensemble des classes de r-conjugaison (qui est donnée par g ■ x = gxT{g)~^) 
pointé par la classe de l'élément neutre. Si, de plus, S est un schéma en groupes abéliens, S{A)r 
est un groupe abélien, à savoir le groupe des co-invariants. 

11.2. Voici une autre variante d'un résultat déjà évoqué de Kottwitz (cf. [5D] lemmc 2.2). 

Proposition 11.2.1. — Soit Uq un ouvert de Cq qui contient le point géométrique oo. Soit X^, 
A et B les fondeurs de la catégories des schémas en tores sur Uq vers celles des groupes abéliens 
définis respectivement pour tout schéma en tores T sur Uq par 

où le membre de droite désigne le groupe des cocaractères de la fibre de T au point géométrique 
oo, 

A{T) — -'i'*('?^)7ri(;7o,oo): 
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où Vindice signifie que l'on prend les co-invariants sous le groupe fondamental de Uq pointé par 
co, et 

B{T) = {T{F)\r{K))r. 

où l'indice t désigne le groupe des co-invariants. 

Soit zuoo une uniformisante de Foc- Pour tout T comme ci-dessus, le morphisme qui à A G 
X*('^oo) associe l'image va^ dans le groupe {T{F)\T{A))r ne dépend pas du choix de uJoo et 
définit un morphisme de foncteur 

(11.2.1) X^^B. 

Il existe un unique isomorphisme de foncteur A ^ B qui, composé avec le morphisme canonique 
A, donne le morphisme hll.2.1\) . 

Démonstration. — Elle repose sur les méthodes de Kottwitz (cf. 20_ preuve du lemme 2.2). Le 
foncteur B a les deux propriétés fondamentales suivantes : il est exact à droite et pour un tore 
induit on a B{T) — Z. L'exactitude à droite se montre comme dans loc. cit. §1.9 : le point clef 
est que le groupe H^{F,T) est trivial pour tout F-tore (et de même si l'on remplace F par un 
complété Fy). La seconde propriété résulte du fait suivant : soit Eq une extension finie de F et 
E = Eo(^Fo F on a {E^\A^)r ~ Z oii est l'anneau des adèles de E. Par un lemme de Shapiro, 
quitte à remplacer t par une puissance, on se ramène au cas oii E est un corps. Soit le noyau 
de l'homomorphisme degré A^ — > Z. Le quotient E^\A^/0^, où est le produit des éléments 
inversibles des complétés des anneaux locaux, est le groupe des fc-points de la jacobienne de la 
courbe projective, lisse et connexe sur k dont E est le corps des fonctions. D'après le théorème de 
l'isogénie de Lang, ces points sont dans l'image de 1 — r. Il en est de même des points de (cf. 
[20j preuve de la proposition 2.3). Il est alors facile de voir que l'homomorphisme degré induit une 
bijection (£;^\A^)^ ~ Z. 

Le morphisme X* — > i? ne dépend pas du choix de zUqo par une variante du théorème de 
l'isogénie de Lang. Il résulte de la preuve de loc. cit. lemme 2.2 que le morphisme canonique 

Hom(^, B) Hom(X*, S) 

est un isomorphisme qui envoie isomorphisme sur isomorphisme. De plus, pour qu'un morphisme 
Hom(X,, _B) soit un isomorphisme, il faut et il suffit qu'il envoie un générateur de X^ijGrjyijj^^^ sur 
un générateur de {F^\Ap)r. La proposition s'en déduit. □ 

11.3. Caractéristique um et schéma en groupes JaM- — L'automorphisme de Frobenius 
r agit sur le schéma Aq (cf. i j4.4p et respecte les sous-schémas fermés Am pour AI e C"^ . Soit 
M G C^{T) un sous-groupe de Levi et gm = {ha^^,t) G AuikY ■ L'ouvert 

est stable par r et se descend donc en un ouvert noté Uaufi de Cq. 

Soit £m une section de Kostant du morphisme caractéristique xm (cf. §2. 3p . Sur car a/, on 
dispose du schéma en groupes commutatifs lisse (cf. §3.2p 

-jM _ ^* r 



M _ ^* jM 

M 



Par la construction du i^S.U on en déduit un schéma en groupes Jf^ sur caTM,D- Soit 

7 —h* T^^ 

•JaM ~ "-aM D ■ 

C'est un schéma en groupes commutatifs lisse sur C : c'est même un schéma en tores sur l'ouvert 
(et même sur un ouvert en général plus gros). On peut vérifier qu'il se descend en un schéma 
en groupes commutatifs lisse sur Cq, qui est un schéma en tores sur UaM.o- 

11.4. L'invariant invaj,^. — La suite exacte courte 

1 ^ Ja„(A) G(A) Ja,,iA)\G{A) 1 
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donne une suite exacte longue en cohomologie d'ensembles pointés 



(11.4.1) 1 Ja„ (Ao) G(Ao) {Ja,,{A)\G{A)y Ker(J,,,(A), ^ G(A),) 1 
où le morphisme de cobord 

(11.4.2) (J,,,(A)\G(A))- ^ Ja,A^)r 

associe à un élément de G(A) qui relève un élément de ( Ja^ (A)\G(A))^ la classe de r-conjugaison 
de gT(g)~^ dans Ja^ (A). Notons que l'exactitude pour le troisième terme signifie que deux éléments 
de ( Jajvf (A)\G(A))'^ ont même image dans Jaj,,f (A)r si et seulement s'ils diffèrent par une transla- 
tion à droite par un élément de G(Ao). 

La proposition 111.2.11 appliquée à l'ouvert Ua^fi et au schéma en tores sur Ua^fl déduit de 
JaM P^i' descente donne un isomorphisme 

Les notations et les constructions du §7.11 valent aussi pour le groupe M. On a donc un 
revêtement fini, étale Va,,, de groupe de Galois W^' et un point fermé ooy^^^ de Va,^,,. 

Tous ces objets sont stables par r et se descendent à des objets sur Fg, notées par un indice 0. 

En raisonnant comme dans la démonstration de la proposition 17. 5. Il on obtient des identifica- 
tions X,(Jqj,,,,oo) ^ X^{T) et 



OÙ Woc est le stabilisateur dans W'^'^ de la composante connexe de T4m,o qui contient le point 
ooy n- La suite exacte 

1 — > 7ri(J7aj,,oo) — > 7ri(L/aj,,o,oo) — > Gal(fc/Fç) — > 1 

est scindé canoniquement par la donnée du point ooq G Go(Fg) déduit de oo. On a donc un produit 
semi-direct 

7ri(C/aj,,,,o,oo) = ni{UaM,oo) XI Gal(fc/F,). 

L'action de '!Ti{UaM,o, oo) sur la fibre du revêtement Va,^,,,o Ua^.o au-dessus du point géométrique 
oo est triviale sur le facteur Gal(fc/Fq). On en déduit que le groupe Woo n'est autre que le groupe 
^ VF*^ (défini comme au §7.21 mais relativement au groupe M). En rassemblant les isomor- 
phismes précédents, on obtient un isomorphisme 

(11-4.3) {Ja,,,{F)\Ja„{A))r ^ X4T)w.^^. 

Définition 11.4.1. — Soit um e Anihy. Soit 

inv„,, : (J,,,(A)\G(A))- ^ MT)w.,,, 

le morphisme défini par composition par le morphisme cobord (|11.4.2[) suivi du morphisme cano- 
nique (Jaj,,j (A))t- (JaJ^, (F)\Ja„(A))T- suivi dc l'isomorphismc (111. 4. 3p . 

Soit Msc le revêtement simplement connexe du groupe dérivé de M. Soit Tm^^ l'image réciproque 
de T dans Mgc ■ c'est un sous-tore maximal de Msc- 

Proposition 11.4.2. — Soit am G AM{kY ■ Le morphisme inv^j^^ est à valeurs dans l'image du 
morphisme canonique 

X* {Tm,, ) iVo „ X^ {T)wc, ■ 



Avant de donner la démonstration, énonçons quelques lemmes auxiliaires. 
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Lemme 11.4.3. — Soit gm G AM{ky ■ On a 

(11.4.4) Ker( J,,, (A), ^ G(A),) = Ker( J,,, (A), ^ M(A),). 



Démonstration. — Seule l'inclusion C n'est pas triviale. Par le lemme de Shapiro, quitte à 
remplacer r par une de des puissances, on se ramène en un problème local en un point fermé 
de C fixe par r. Soit g G G{F^) tel que grig)'^ G Af(F„). Soit P G 7'(M) et B G V{T) un 
sous-groupe de Borel tel que B d P. Un couple {P,M) qui contient {B,T) est dit standard. 
Le couple Int{g~^){P, M) est r-stable donc conjugué par un élément de G{FyY à un couple 
standard. Quitte à translater g à droite par un élément de G{FyY ^ on est ramené au cas où 
Int((7^^)(P, M) est standard donc égal à (P, M). Il s'ensuit qu'on peut supposer g G M{Fy). Si, 
de plus, gT{g)~^ G M{Ov), par une variante du théorème de Lang il existe m G M{Oy) tel que 
gT(g)~^ — mrijnY^ . Cela prouve le lemme. □ 

On définit im schéma en groupes commutatifs sur m par 

/A^- = {(m, X) G Msc Xfc m I kà{m)X = X}. 
On en déduit un schéma en groupes commutatifs lisse sur catM 

•J — 



et une variante sur carM,_D noté J^"" . Soit 



tA/sc _ ^* 7A4c 

Notons que le morphisme évident — » induit des morphismes J*^»^ ^ J*^ et Jal^ — > Jaj,/ • 
Lemme 11.4.4. — S'oit G AMi^y ■ On a l'inclusion 

Ker(J„,,(A), ^ A/ (A),) C Im(J<Jf-(A), ^ Ja,,(A)0, 

OM Im désigne l'image. 

Démonstration. — Comme dans la preuve du lemme [Tl. 4. 31 on se ramène en un problème local 
en un point fermé w de C stable par r. Par changement de base, on voit Ja^ ^t M comme des 
groupes sur F„. Soit x G Ja^ii^v) et m G M(F„) tel que x = mT{m)^^ . On a alors 

Coker(M,e ^ M) ~ Coker(J„*f;^ ^ J,^,). 

Comme jj^^^^^ est un tore au-dessus de F„, on sait que, pour un tel corps F^, le groupe H^{Fy, J^") 
est trivial. Il s'ensuit qu'il existe m' G Afsc(^t)) et j G Jaj,,, (Pt,) tels que m = jm' . Donc, quitte 
à r-conjuguer x par j, on peut supposer que m G Msc{F^) et donc x G ^i*f|°(Pu). Pour presque 
tout 11, ^(Jfl'' est un tore au-dessus Ov et un raisonnement analogue montre que si x G Jaui^v) 
et m G M{Ov) vérifient x = mT(rn)~'^ alors x est r-conjugué par un élément de Jaui^^v) à un 
élément de J^f-(C„). □ 

Démonstration. — (de la proposition 11 1 .4.^ Comme ci-dessus, on a une identification 

Par la proposition 111.2.11 on obtient un diagramme commutatif oii les flèches horizontales sont 
des isomorphismes 



(Ja„(P)\J,„(A)), X4T)w. 
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Soit g e {Jaj^i{A)\G{A)y . Par la suite exacte (|11.4.ip . la classe de gT{g)~^ dans (Jaj,^(A))^ 
appartient au noyau Ker(Ja„(A)T G{A)r), donc à l'image de {JaM''{A))T par la combinaison 
des lemmcs 111.4.31 et 111.4.41 La proposition 111.4.21 est alors claire. □ 

11.5. Mesures de Haar. — Le groupe Ja,^.i{A)r est dénombrable : il apparaît en effet dans la 
suite exacte 

JaM{F)r Ja,A^)r ^ ( ^a,, (^^)\ Ja,,, (A))r 

dont le premier et le troisième terme sont dénombrables (cf. la proposition 1 1 1 . 2 . 1]) . On munit alors 
le noyau Ker( J^^j (A)t- — » G(A)t-) de la mesure de comptage. Les groupes localement compacts 
G(Ao) et Jaj^j (Aq) sont munis des mesures de Haar qui donnent le volume 1 respectivement au sous- 
groupe compact G{Oo) et au sous-groupe compact maximal de Ja„ (Aq). Par la suite pi.4.ip . on en 
déduit une mesure sur ( Ja„ (A)\G(A))'^ qui, par construction, est G(Ao)-invariante pour l'action 
à droite de ce groupe. Plus précisément, l'ensemble (Ja„(A)\G(A))'^ est une réunion disjointe 
et dénombrable d'orbites sous G(Ao) ; l'orbite de g € ( Jajv, (A)\G(A))'^ est isomorphe comme 
ensemble mesurable au quotient {g~^JaM {Ao)g)\G{Ao) muni de la mesure quotient (la conjugaison 
par g induit une bijection de g~^JaM {^o)g sur Ja„ (Aq) ce qui détermine, par transport, une mesure 
sur g-iJa„ (Ao)5). 

11.6. Poids d'Arthur. — Pour tout P G 'P'^{M), on a la décomposition de Levi P = MNp 
et la décomposition d'Iwasawa G(A) = P{A)G{0). On définit alors une application Hp de G(A) 
dans X^M) ainsi : pour tout A G X*{P) = X*{M) et tout g G G(A) 

\{Hp{g)) = -àeg{\{p)) 

011 p G P(A) est tel que g e pG{0). 

Remarque 11.6.1. — La fonction Hp restreinte à M{A) ne dépend plus de P : on la note Hm- 
On a, de plus, pour tous m G M(A) et g G G(A) l'égalité Hp{rag) — Hniim) + Hp{g). 

On rappelle (cf. §2.4|) que ar est muni d'un produit scalaire W^*^-invariant et que tous ses 
sous-espaces sont munis de la mesure euclidienne. La définition suivante dépend bien évidemment 
du choix de ce produit scalaire. 

Définition 11.6.2. — Pour tout g G G(A), le poids d'Arthur vff{g) est le volume dans de 
l'enveloppe convexe des projections sur afj des points —Hp{g) pour P G V'^{M). 

Remarques 11.6.3. — On a oa/ — © "^G et la projection considérée ci-dessus est relative 
à cette décomposition. Le poids est par construction à droite par G{0). Il est aussi invariant à 
gauche par M{A) en vertu de la remarque 111.6.11 Notons aussi qu'on a Wg(g) = 1 pour tout 
g G G(A). 

11.7. les s-intégrales orbitales pondérées. — On a D — J2v£V ^■"''^ '-'^ somme est prise 
sur les points fermés de G et les entiers dy sont pairs, positifs et presque tous nuls (par hypothèse, 
cf. D est effectif et pair). Soit = {w~'^'')v G A où la famille est prise sur tous les points 
fermés v de G. Soit l^i la fonction caractéristique de 'uj~^q{0). Pour tout um G Anik), soit aM,7j 
la restriction de um au point générique de G qu'on voit comme un point de carM(^')- Soit 

= £M{aM,7j) e ITl(i^). 

Notons que si om est fixe par r, il en est de même de Xa^,,- Notons aussi que la fibre de Ja^ 
au-dessus de r] est le centralisateur de Xa,,, dans M F. 

Définition 11.7.1. — Soit M G C^{T) et um e Anihy. Soit s G T^^m . La s-intégrale orbitale 
pondérée associée à um est définie par 

jZ''{aM) = g-des(i5)|*-|/2 f {s,mVa,A9)nD{Ad{g-^)Xa,,)vfii9)dg. 

"'(^a„(A)\G(A))- 
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Remarques 11.7.2. — On peut montrer que l'intégrande est à support compact dans [JaM {^)\G{^)Y ■ 
L'intégrale est donc finie. On a choisi d'ajouter le facteur dcg(_D)|* |/2 d'obtenir des formules 
locales uniformes. 

Proposition 11.7.3. — Avec les notations ci-dessus, l'application 
est invariante par translation par Zj^. 

Démonstration. — On a C M^*^ et donc Zj-^ C T^^m . Le morphisme canonique 

Homz(X4r)M/„„ X"")^ Homz(X,(TM3jw„,, , C^) 

n'est autre que le morphisme canonique T^'^m T^°-m jZ^. La proposition résulte alors de la 
proposition 11 1 .4.21 □ 



12 Un premier calcul de trace de Frobenius 

12.1. Énoncé du théorème. — On reprend les notations et les hypothèses de la section [Tïl 
On suppose de plus que le groupe G est semi-simple. Soit ^ G Qt en position générale au sens de 
la remarque 14.9.21 Soit M S C'^{T). Sur l'ouvert Q.m du §8.41 et pour tout entier i et tout s G 
{T / Zj^)toj:s^ on a introduit au théorème lS. 5.11 1a s-partie de la cohomologie perverse de Rf^'^^'^'^Qi 

notée ^W{Rf^'^'~^^''Qi)s. Soit a e Aciky ■ On suppose que a est l'image par l'immersion fermée 
Am Ag d'un élément oa/ G A^^i{kY . On a défini au §11.31 un schéma en groupes JaM sur C. 
On définira plus tard un réel positif 

associé à la fibre générique Jq^^j (cf. l'égalité (|12.2.4p dans la proposition 1 1 2 . 2 .21 ci-dessous) . 

Soit PH*(E/|'*^"P'"'Q<,)a,s la fibre en a de la s-partie. Pour tout endomorphisme g gradué (de 
degré 0) de PH*(ii'/f *^"P"Q^)a,., soit 

trace(a/7^•(iî/|'*^-P^'■Q,)a,s) = trace(a, PH^(iî/|'^-P-'-Q^ 

Le but de cette section est de démontrer le théorème suivant. 

Théorème 12.1.1. — Soit au € A^ilty et a = Xci^M) e Ag- Soit s G f et s son image 
dans T/Z^. Alors s est un élément de torsion, le groupe T'^'^ /Z^ est fini et on l'égalité suivante 

trace(T-i,P7^*(iî/f^-P-%),,) = <U^mI^ dog(z?)|$'^|/2jG.^^^_ 

vol(aAf/X.(M)) • |r>^»/^|^l 



Remarque 12.1.2. — Puisque om est elliptique dans Am, on a l'inclusion Wa C Vt^*^ (cf. 
proposition l8.2.ip et le groupe (T/ZS^)^" est fini puisqu'il est le dual du groupe fini X»(TnAfder)w„ 
(cf. lemme 15.3.31) . Cela explique pourquoi s est de torsion et le groupe T^"- /Z^ est fini. 

La démonstration du théorème 112.1. U sera donnée au ijl2.3l 
Corollaire 12.1.3. — Sous les hypothèses du théorème \12.1.1\ la trace 

trace(T-\P?^-(iî/|^*^-P^%)a,g) 
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ne dépend que de l'image de s dans T/Z-gr, 

Démonstration. — C'est une conséquence du thcorcnic 112.1.11 ci-dessus et de la proposition 

Dans le paragraphe suivant, on rassemble quelques résultats utiles à la démonstration du 
théorème 112.1.11 

12.2. On continue avec les notations du paragraphe 112.11 précédent. On rappelle que G est 
semi-simple. Soit M S C'^{T) et X e m(Fo) un élément semi-simple et G-réguHer. Soit J son 
centralisateur dans G : c'est un sous-F-tore de M stable par r. On suppose que J vérifie les deux 
propriétés suivantes : 

1. le i^-tore J/Zm est anisotrope; 

2. le tore J Xp F^o est déployé sur F^o- 
Soit 

K = G(Oo). 

Soit j e J(A) et 

W = {{gK, ô) e GiA)/K x J{F) | ôjrig) = 5}- 
Le groupe J{F) opère sur W par 

7 • {9K,S) = {'^gK,jÔT{'yy^). 

Soit ^ G aT (pour le moment, il n'est pas nécessaire de supposer ^ en position générale) et le 
sous-ensemble de W formé des couples {gK, S) qui vérifient les deux conditions suivantes 

(12.2.1) Ad{g)-\X) G w-^g{0) 
et 

(12.2.2) e cvx(-i/p(5))pgp(M) 

011 est la projection orthogonale de ^ sur om et cvx désigne l'enveloppe convexe. 

Comme J{F) centralise X et que la fonction Hp est invariante à gauche par M(F) et a 
fortiori par J{F), le groupe J{F) laisse le sous-ensemble globalement stable. Soit [J(F)\VV^] 
le groupoïde quotient. Le but de cette section est de donner une formule pour le cardinal du 
groupoïde [J(F)\W^] défini 

(12.2.3) |[J(F)\W«]H E |Aut,(p)(x)|-i 

xe.J{F)\w( 

où l'on somme sur un système de représentants des orbites de J{F) dans les inverses des ordres 
des stabilisateurs (avec la convention que l'inverse de l'infini est 0). 

Pour tout g G G(A), soit 1m, g la fonction sur um caractéristique de l'enveloppe convexe des 
points -Hp{g) pour P E V{M). Soit 

wiAg) = e x,(M) I ImAÙ'I + m) = i}| ; 

c'est un entier. 

Lemme 12.2.1. — La fonction est invariante à gauche par AI (A). 

Démonstration. — On renvoie le lecteur à [ï^ lemme 11.7.1. □ 
Soit 

(J(A)\G(A))--^- 

la partie ouverte et fermée de ( J(A)\G(A))'^ formée des g tels que la classe de gT{g)~'^ dans 
{J{F)\J{A))r soit égale à celle de j. On munit J(Ao) de la mesure de Haar qui donne le volume 
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1 au sous-groupe compact maximal et J{Fq) de la mesure de comptage. Rappelons que G(Ao) est 
muni de la mesure de Haar qui donne le volume 1 k K. Comme au >jll.51 on en déduit une mesure 
sur {J{A)\G{A)y et donc sur (J(A)\G'(A))^J. 

Proposition 12.2.2. — Soit J(Ao)^ = J{^o) n Ker(iJA./) où Hm est le morphisme défini à la 
remarque \11.6.1\ et 

(12.2.4) c(J) = vol( J(Fo)\J(Ao)i) • | Ker(J(^^), ^ J{K)r)\. 

Alors c{J) est fini et on a l'égalité 

|[J(F)\W«]| = c(J) • / lD{Ad{g-')X)wUg)dg 

JiJ(A)\G(A)y-3 

où Vintégrale est finie. 

Avant de donner la démonstration énonçons deux corollaires. 

Corollaire 12.2.3. — Rappelons que l'ensemble W dépend du choix de j G J(A). Le cardinal du 
groupoïde [J{F)\yV^] ne dépend que de la classe de j dans {J{F)\J{K))r ■ 

Démonstration. — L'ensemble {J{A)\G{A)A'^ ne dépend que de la classe de j dans {J{F)\J{A))j 
Le résultat est alors une conséquence immédiate de la proposition 112.2.^ □ 

Corollaire 12.2.4. — Supposons, de plus, Ç en position générale (cf. remarque \4-.9.2^ . On a alors 

- ^Un '/y (M^^ ' I lD{Aà{g'^)X)vfA9)dg 

V0l(aA//A4M)j J(j(A)\G(A))->J 

Démonstration. — Pour ^ en position générale, on a l'égalité entre 



J{J{A)\G{A)y^^ 



lDiAd{g-')X)wijig)dg 



et 

Yoliau / XAM))-' ■ f lD{Ad{g-')X)vfA9)dg. 

J {J{A)\G{A))^.î 

Celle-ci repose sur les formules qui relient les poids w^j{g) et v^.i{g) et se démontre exactement 
comme le théorème 11.14.2 et son corollaire 11.14.3 de [TÔ]. Le résultat se déduit alors de la 
proposition 112.2.21 □ 

Démonstration. — Puisque J est anisotrope modulo Zm (cf. assertion 1), le quotient J{Fq)\J{KqY 
est compact donc de volume fini. Le groupe Ker^(ri?j,, J{F^^'p)) du lemme [T2.2.5l est fini pour tout 
Fo-tore J. Le lemme fT2.2.5l implique la finitude de Ker(J(F)T- J{K)A). Ainsi la constante c(J) 
est finie. 
Soit 

V' : G{k) G(A) 

l'application définie par '!/'(ff) = 9Ti9)^^j^^- L'application {gK, S) i— > J{F)gK induit une bijection 
de J{F)\yV sur J {F)\i>-^ {J {F)) / K . De plus, le centralisateur de {gK,5) dans J{F) est J(Fo) n 
gKg~^. L'égalité (|12.2.3p se récrit donc 

\[J{F)\W^]\= Y. \J{Fo)ngKg-Y'lD{Ad{g-')X)lMAai)- 

geJ{F)\i,-HJ(F))/K 

Le groupe G(Ao) agit par translation à droite sur G(A) sans point fixe. L'ensemble i^'^iF) est 
donc une réunion disjointe et dénombrable d'orbites sous G(Ao), toutes isomorphes à G(Ao). Par 
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transport, on en déduit une mesure sur t/j ^(F) invariante à droite par G'(Ao). On munit J{F) de 
la mesure de comptage et J{F)\i/j~^{J{F)) de la mesure quotient. On a alors 

(12.2.5) |[J(F)\W«]| = / lD{Adig-')X)lMAùi)dg. 

Puisque Joo est déployé (cf. assertion 2 ci-dessus), le morphisme Hm se restreint en un morphisme 
surjectif de J(Ao) sur X,(M) de noyau J(Ao)^. Pour tout g e G(A), on a l'égalité (cf. [TU] 
démonstration de la proposition 11.9.1) 

/ lM,tg(ÇA./) dt = vol(J(Fo)\J(Ao)i) • wijig). 

Jj(Fq)\J{Ao} 

La suite exacte 

— > J{F) — > J(A) — y J(F)\J(A) — > 
donne la suite exacte en cohomologie 

J{Fo)\J{Ao) {J{F)\J{A)y — > Ker( J(i^), ^ J(A),) 0. 

On munit alors {J{F)\J{A)y de la mesure dont le quotient par celle de J(Fo)\J(Ao) donne la 
mesure de comptage sur KcT{J{F)r — > J{A)r). En utilisant la suite exacte ci-dessus et l'invariance 
de w^j^j à droite par M (A), on obtient 

(12.2.6) / lM.tg{ùi)dt = c{J)-wi,{g). 

J{j{F}\j(A)r 

Le groupe {J{F)\J{A)y agit sans points fixes sur J{F)\'ip~^{J{F)). L'application qui, âge 
^~^{J{F)), associe sa classe dans J(A)\G(A) passe au quotient en une application surjective 
J{F)\i;-'^{J{F)) {J{A)\G{A)y'^ dont les fibres sont les orbites sous {J{F)\J{A)y. On a donc 

{JiF)\J{A)r\JiF)\ij-\JiF)) ^ (J(A)\G(A))^'^- 

et cette bijection est compatible à nos choix de mesures. En combinant (|12.2.5p et (|12.2.6p . on 
obtient la proposition. L'intégrale est finie car l'intégrande est à support compact. 

□ 

Lemme 12.2.5. — Soit F^''^ une clôture séparable de F et Tp^ le groupe de Galois de F'^'^p sur 
Fq. Soit 

KeT\TFo,J{F''n) = KeT{H\TFo,J{F''n) ^ H\rF„,J{Ao (E)Fo F'^n) 
On a une identification naturelle 

Kei^rF^^JiF'^n) = Ker( J(i^), ^ J{A)r) 



Démonstration. — On a la suite exacte 

— > Ff — >Tfo — > Gal(F/Fo) — > 

où Ff est le groupe de Galois de F^'^'^ sur F. Le groupe de Galois Gal(F/Fo) de F sur Fo s'identifie 
au groupe de Galois de k sur ¥q donc à Z. Soit Wfo l'image réciproque de Z dans Tfq- On munit 
Wfo de la topologie qui fait de F^ un sous-groupe ouvert de Wfo ■ On a donc une suite exacte 

— y Vf — >Wf„ — > Z — y 0. 

Cette suite exacte donne le diagramme commutatif suivant à lignes exactes d'inflation-restriction 
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H\Z,JiF)) 



^ H^{Z, J(A)) ^ H^{WF„,J{A(g,F F^'^P)) ^ H\Tf, J(A F^'^'p)) 

On sait bien que pour un tel corps F les termes de droite sont nuls. Ceux de gauche s'identifient, 
respectivement de haut en bas, à J{F)r et J{A)r- Il s'ensuit qu'on a l'identification 

(12.2.7) Ker(J(i^)^ ^ J(A)0 = Kcr(iïi(M^F„, J(F^'=p)) ^ H\Wfo, J{A ®f F'"'^)). 

Puisque J est stable par r, on peut le voir comme un tore sur Fq. Soit Eq une extension finie de 
Fq dans F^°p qui déploie J. La suite exacte 

O^Weo-^ Wf„ Ga\{Eo/Fo) 

donne comme précédemment le diagramme commutatif suivant à lignes exactes d'infiation-restriction 

^ H\GBil{Eo/Fa), J^Eo)) ^ H\Wf„, J{F^'^)) ^ H\We„, J{F^'^)) 

^ H\Gsi\{Eo/Fo), J(Ao ®Fo Ea)) ^ H\Wfo,J{A ^f F'^'^p)) ^ H\Weo,J{^ <»f F^^p 

Montrons que la fièche verticale de droite est injective. Puisque J est déployé sur Eq, il suffit de le 
prouver pour le tore Gm,Eo- Par (|12.2.7p . on est ramené à démontrer que la flèche F^ Ar est 
injective. Mais tout x G d'image triviale dans At est une unité en toute place, donc un tel x 
appartient à et est de la forme yT{y)~^ pour un élément y G . 
Cette injcctivité étant acquise, on en déduit l'égalité entre 

Ker(iîi(Gal(£;o/Fo), JiEo)) ~> H\Ga\{E„ / Fq) , J(Ao ®Fo ^o))) 

et 

Kct{H^{Wfo,J{F"'p)) H\Wfo, (^f F'^p)) 
ce qui, combiné avec (jl2.2.7l) . donne le Icmme. 

□ 

12.3. Démonstration du théorème 112.1.11 — Les notations sont celles du iJ12.1l Le groupe 
fini r(fiAf, TToiJ^)) des sections globales sur du faisceau MJ^) agit sur P?^'(iî/|'^"P'''Q^) (cf. 
18. 5|) . Comme ce groupe fini reçoit le groupe X*(TnMder), on a également une action de ce dernier 
sur la cohomologie perverse. Soit qm G (^)^ °' image dans AaikY ■ La décomposition 
(|8.5.ip du théorème 18.5.11 donne l'égalité suivante de traces pour tout A G X*(T n Mdcr) 

trace((Ar)-\PH-(iî/f^^-P^'Q,)a) - ^ (s. A)"! trace(T~\ PH*(iî/|^^'^-P"Q,).,.) 

sG(f/ZOj)t„, 

où l'accouplement (•, •) est l'accouplement canonique entre T/Z^ et X*(r n Afdcr)- 

L'assertion 1 du théorème 18.5.11 montre que, dans la somme ci-dessus, le terme associé à s 
est nul sauf si s appartient au groupe fini (T/ZS^)'^» (pour un commentaire sur ce groupe, cf. la 
remarque 1 1 2 . 1 . 2| ) . En conséquence, la trace de (At)^^ sur la cohomologie perverse ne dépend que 
de la classe de A dans le groupe des co-invariants X^[T n Mdcr)w„- Par inversion de Fourier sur 
le groupe fini et commutatif {T/Z'ly)^- de dual X^[T n Afdor)vFa, on obtient la formule suivante 
pour tout s € (f 

(12.3.1) trace(r-\P7^'(iî/5'*^-P"Q,),,„) = 

|(f/Z2j)'^"ri Y. (s,A) trace((Ar)-\P7^'(iî/«^*-^-P-Q,),). 

Aex.(TnMder)w„ 
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Soit A e X*(r n Afdor)- On a les égalités suivantes 

trace((Ar)-\PW(iî/|^*^-P"Q,)a) = tva.œ{{Xr)-\ H' (MiM,)) 

(12.3.2) = \Miik)'-\. 

La première égalité relie la trace de (Ar)~^ sur la cohomologie perverse à la trace (alternée) de 
(At)~^ sur la cohomologie de la fibre en a de (notée M^^). Elle se démontre comme dans 
[53] lemme 3.10.1. La seconde égalité résulte d'une version champêtre de la formule des traces de 
Grothendieck-Lefschetz. Elle relie cette trace au cardinal, noté entre deux barres, du groupoïde des 
/c-points de qui sont fixes sous Ar. Nous allons maintenant décrire ce groupoïde. On reprend 
les notations de la section [TT] On y a défini un schéma en groupes sur C, stable par t (cf. 
i)11.3|) . ainsi qu'un élément Xa^f S m(i^o) (cf- ^11. 7[) . On a le résultat suivant. 

Lemme 12.3.1. — Le groupoïde Al|(fc) des k-points de la fibre en a de est équivalent au 
groupoïde quotient de l'ensemble des g G G{A)\G{0) tels que 

(12.3.3) Ad(ff)-i(X) en7-^0(O) 
et 

(12.3.4) e cvx(-i/p(5))pgp(M) 
par l 'action par translation à gauche du groupe Ja^^ (F) . 

Démonstration. — C'est une conséquence facile de la proposition 7.6.3 de TU]. □ 

Le groupe X^{T Ci M^cr) agit sur la fibre A4| via le morphisme X^{T Ci Mdcr) — > Ja considéré 
au §8.31 (cf. aussi §7.3p et l'action de sur (cf. 16.6p . Soit n7oo une uniformisante de Ooo- 
Rappelons que pour construire ce morphisme, on identifie canoniquement Ja & T sur Ooa (cf. 
proposition l7.3.1| ) et l'élément w'^ G T{Ooo) — -/a (Ooo) s'interprète comme une donnée de recol- 
lement qui définit un Ja-torseur sur C . En fait, on a aussi une identification canonique de Jqm à 
T sur Ooo et on note j\ G JaM i^oo) l'élément correspondant à tu^ dans cette identification. 

Lemme 12.3.2. — Le groupoïde Ai^(k)^'^ est équivalent au groupoïde quotient de l'ensemble des 
couples {g, S) G G{A)\G{0) x Ja^iF) qui vérifient les conditions U2.3.3]} et 112.3.4^ du lemme 
\12. 3.1\ pour g et la condition 

j\ST{g) = g 

par l'action de Ja^iF) donnée par la translation à gauche sur g et la r-conjugaison sur S. 

Démonstration. — Elle résulte de la description du lemme fr2.3.H de la définition des points fixes 
d'un groupoïde sous un automorphisme (cf. par exemple [10] §11-2) et de la description adélique 
de l'action de JT^^ (laissée au lecteur). □ 

Voici une variante du lemme [T2 . 3 . 21 qui va nous permettre d'utiliser les résultats du §12.21 

Lemme 12.3.3. — Le groupoïde M.^(k)^'^ est équivalent au groupoïde quotient [JaM{^)\^^ 
défini au m2.2\ relatif aux données Xa,^,^ et jx- 

Démonstration. — La seule difficulté est de voir que le morphisme évident de [Ja„(-F)\W^] 
vers le groupoïde quotient considéré au lemme fl 2 . 3 . 21 est essentiellement surjectif. On utilise pour 
cela la variante du théorème de Lang qui montre que 1 — r est une application surjective de G(0) 
dans G{0). □ 

On en déduit le lemme suivant. 

Lemme 12.3.4. — Pour tout X e X^(Tn M^cr), on a 

trace((Ar)-\PW(iî/f^^-P-Q,)a) = ..'^tY^A/nV / lD{Ad{g-')X) vf,{g) dg. 

VOl(aAf / A* (M)) Ji^j^^^ (A)\G(A))-.JA 



70 



Démonstration. — L'égalité cherchée est une simple combinaison de l'égalité (|12.3.2p et du 
corollaire 112.2.41 (rappelons qu'on suppose que ^ est en position générale) . □ 



Lemme 12.3.5. — Pour tout s G (T/ZS^,)^", on a l'égalité entre 

trace(T-i,P?^-(iî/f*^-P-Q,),,,) 

et 

cjJaM) ■ I Ker(X4T n A/dcr)vy„ ^ X^{T)w^)\ dog(D)|<î.'^l/2 jG,s, n 
vol(aM/X.(Af)) . |(f /Zp^H ' ■ ' 

Démonstration. — Soit s G (T/ZSj,)^". L'égalité (|12.3.ip combinée au lemme [T2.3.4I donne la 
formule suivante pour trace(T-\ pH* (iî/f ^^"^'''Qf )s,a) 



VOl(aM/X,(M)) • |(T/ZS^)>^H i(J„„(A)\G(A))-^A 

Le quotient ( J^^,^^ (A)\G(A))'^'-'^ n'est autre que l'ensemble des g G {JaM{^)\G{^)Y tels que 
inv£ij^^((7) est égal à l'image de A dans X^{T)wa- Pa-r la- proposition 111.4.^ l'image de l'inva- 
riant invajj est incluse dans l'image du morphisme X, (T n Afdoi) ^ ^*{'^)wa - On on déduit que 
la somme 

E (^'^) / lz,(Ad(5-i)X)««(g)d<? 

AeX.(TnMa„)„,„ i(,/„,,(A)\G(A))-^A 

est égale à 

I Ker(X,(T n M^,,)w^ -> X,{T)w^)\ ■ gdcg(i3)l*«l/2 . 
ce qui donne le résultat. □ 

Le lemme [T2.3.5I donne le théorème en vertu du lemme [T2 . 3 . 6 1 sui vaut . 
Lemme 12.3.6. — On a l'égalité 

Ker(X4rnMdc,)i^„ ^X,(T)wJ| ^ .^i^ ,^g^|_i 
|(f /ZS-)^" I ^ 

Démonstration. — La suite exacte 

— >X^{Tr\ Mdcr) — > X^T) — > X^{M) — > 

donne la suite exacte de co-invariants (rappelons que Wa C W'^'^ agit trivialement sur X^{M)) 

— >I — > X^T n A/dcr)H'„ — > X^{T)w^ — > X^M) — > 

avec / = Ker(X*(Tn Afdcr)w„ X^,{T)wa)- En apphquant le foncteur exact Homz(-,C^) à cette 
suite, on obtient la suite exacte de groupes 

l^Zlj^f^' ^ if/Zl^)"^- Homz(/, C^) ^ 0. 

On en déduit que l'ordre de Homz(/, C^) est égal au rapport entre les ordres des groupes finis 
(r/Z9j)^" et T^"/Z9j, ce qui donne l'égalité cherchée puisque cet ordre est aussi celui de /. □ 
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13 Avatars stables des intégrales orbitales pondérées 



13.1. Dans cette section, on reprend dans notre contexte le formalisme introduit par Arthur pour 
stabiliser les intégrales orbitales pondérées. Comme dans tout l'article, G est un groupe réductif, 
connexe défini sur /c et T un sous-tore maximal. On a une bijection naturelle M i—^ M (cf. 12. 5p 
entre C^{T) et les sous-groupes de Levi de G qui contiennent T. Pour tout s e T et tout sous- 
groupe H de G, on note Hs la composante neutre du centralisateur de s dans H et Hs son dual 
sur k. 

13.2. Soit sm e T et M' = Ms^,. On a M' = M si et seulement si sm est central dans M. Soit 
f^(sj\/) l'ensemble (fini) des sous-groupes H de G pour lesquels il existe un entier n ^ 1 et une 
famille finie s — (si, . . . , s„) d'éléments de T qui vérifie 

- Si e smZ^ et Si G ZjQr, pour i > 2 ; 

- H est la composante neutre du groupe 

G,, n...nG,,.. 

Remarques 13.2.1. — Tous les groupes de £^j{sm) sont réductifs, connexes et de même rang, à 
savoir la dimension de T. 

Pour tout H G £fj{sM), on a, M D H = Aïs m - En particulier, G G £^j{sm) si et seulement si 
SM G Z^. 

On définit de même un ensemble £^j{sm) pour tout L G C^{M). On a une inclusion évidente 
^m('Sm) C £'^{sm)- Plus généralement, pour tout s G smZ^, on définit £f/,{sM). On a d'ailleurs 
^M'(*jw) = ^•M'(l) où 1 l'élément neutre de T. 

Définition 13.2.2. — Soit Li C L2 deux sous-groupes réductifs et connexes de G qui contiennent 
T. On dit que Li est elliptique dans L2 si l'une des deux conditions équivalentes suivantes est 
satisfaite 

1. les centres connexes de Li et L2 sont égaux; 

2. le quotient Z-^JZ-j^^ est fini. 

Pour tout L G CP{M), soit •^MciiC'^Af) ^ÏA^m) le sous-ensemble des sous-groupes H G 
£^{sm) qui sont elliptiques dans i. 

Lemme 13.2.3. — On a l'égalité suivante où la réunion, dans le membre de droite, est disjointe 

LeC{M) 

Démonstration. — Soit H G £fj{sM)- Le centralisateur du centre connexe de H est un sous- 
groupe de Levi L de G qui contient H. Par suite, on a Z'~ C Z-j^ C Z^. On a donc Z| = et 

H est elliptique dans L. Tout autre sous-groupe de Levi L' qui contient iî comme sous-groupe 
elliptique vérifie Z'I, = Z% et donc L' = L. □ 

Proposition 13.2.4. — Soit sm £ T et M' — Msj^,,. Pour toute application 

J ■ ^M,cll(sAf) C, 

il existe une unique application 

S ■ ^M,cll(sAf) C 

telle que la relation suivante 

(13.2.1) SiH) = J{H)~ Y. \ZsjZ^\-'S{Hs) 
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soit satisfaite pour tout H G ^a/c1i('^a^)- 

Remarque 13.2.5. — Soit H G £^j(sm)- Pour tout s E Z^,, le groupe Hg appartient à £^j{sm) 
et ne dépend que de la classe de s dans Z^jZj^. Si Hg n'est pas elliptique dans H, le quotient 
/Z^ n'est pas fini et, par convention on pose \Zjj = 0. Ainsi la somme sur s ne fait 

intervenir que des S{Hs) pour lesquels Hs appartient à oii('^A^)- Comme il n'y a qu'un nombre 
fini de tels Hg, le support de la somme sur s est fini, puisqu'inclus dans une réunion finie de 
quotients finis Z-fj jZ^. 

Démonstration. — Soit H G £^^[(sa/). Remarquons que si s G Zjy, et s ^ Z^ alors dim(iïs) < 
dim(iï). En particulier, si H est de dimension minimale, la relation ()13.2.ip se réduit à 

S(H) = J{H). 

Une récurrence sur la dimension des groupes H donne l'existence et l'unicité de S. □ 
Corollaire 13.2.6. — Soit sm G T. Pour toute application 

il existe une unique application 

S : £fj{sM)~>C 

telle que pour tout L G C{M), la restriction de S à £mc1i('^m) soit l'application déduite de la 
restriction de J à £^j{sm) par le lemme \i3.2.4\ 

Démonstration. — Elle découle du lemmc [TB.2.3l et de la proposition [13.2.41 □ 

13.3. Avatar stable de J^'^(aM)- — On reprend les notations de la section[TT] On introduit 
la définition suivante. On note 1 l'élément neutre de T. 

Définition 13.3.1. — Soit M G C^{T) et au G AM{kY ■ L'application 

est l'application déduite de l'application de la définition 111. 7. Il 

H e E'i.il) ^ jf^\aM) 

par le corollaire 113.2.61 

14 Un second calcul de trace de Frobenius 

14.1. On reprend les hypothèses et les notations des sections [TUl [TTl [T^ Le résultat principal de 
cette section est le théorème suivant qui est un calcul d'une trace de Frobenius sur un prolongement 
intermédiaire en terme de la variante stable des intégrales orbitales pondérées J^'^(aM) de la 
définition 111.7.11 

Théorème 14.1.1. — Soit G un groupe semi-simple, M G et om G A'î^}{ky. Soit a = 
Xg^(oa/)- On suppose que a G y^g™. Soit j l'immersion ouverte 

J : Ail Ag- 

On a alors l'égalité entre 

iY^ce{T-\{ju{'"H'{Rr^]Mi)i))a) 
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et 

(T \ dog(I3)|<ï.«|/2 
— • D « f I Om ) • 

vol(aM/X.(M)) . \T^^/Zl^\ ■ \ZIj n Zq\ 

où 

1. ^n'iRff^Mdi est la l-partie de PW(iî/§"^Q^) (cf. théorème\EIEW ; 

2. son prolongement intermédiaire à Ag est notée ji* ; 

3. les notations dans le membre de droite, à l'exception de S'^(aj\/) sont celles du théorème 

mm; 

4. 5^(aAf) est la variante de l'intégrale J'^i^{0'm) introduite à la définition \13.3. R 

Ce théorème est non-trivial. S'il repose en partie sur des arguments de comptage (c'est-à-dire 
sur le théorème 112.1. ip . sa démonstration requiert aussi le théorème cohomologiaue [TO.7.31 Ce 
dernier point explique la condition a G A!^'^. La démonstration se trouve au paragraphe suivant. 

14.2. Démonstration du théorème 114. l.Tl — On reprend les hypothèses du théorème ll4.1.1l 

Pour tout H G i^^Moii(l)' '^^ définit S^j{aM) par l'égalité suivante 

trace(T-\ {j^n' {R.ff,Mi))a) = 



5*15- («M ). 



vol(aM/X,(M)) . \T^'/Z9^\ . n Zg| 
Il s'agit de voir qu'on a 

(14.2.1) SgiaM) - S^.iaM). 

Comme A^^^CiAh C y^^" (cf. lemme [T4.3.ip . on peut supposer, en raisonnant par récurrence 
sur la dimension des groupes, que l'égalité (|14.2.ip vaut pour tout H G ^Mcn(l) 1^^^ H ^ G. 
Montrons que le point a — Xg i^^j) appartient à l'ouvert (notation de (|10.7.ip pour s = 1) 

Ui = Um n Al?'' n{AG-\J As,p) 

où la réunion est prise sur l'ensemble fini (cf. proposition 110.6.101 des données endoscopiques 
géométriques (s, p) de G qui vérifient 

AI ' 

- AfnAs^p^tè; 

- p est un homomorphisme non trivial. 

Comme A'f^ C Um (cf. la définition de Um donnée au §8. 4p . il reste à voir qu'on a a ^ As,p 
pour tout couple (s, p) qui vérifie les trois conditions ci-dessus. Soit (s, p) une donnée endoscopique 
géométrique de G tel que s G Z'i^ et a G As,p- Puisque a — Xg («a/), on a Wa C W^' (cf. 
proposition 18 . 2 . ip . Or la condition s G Z^ entraîne W^^ C . Donc p est nécessairement trivial. 

On peut donc prendre la trace de r^^ sur la fibre en a de l'égalité du théorème 110.7.31 Après 

c(J ).„<icg(ri)|*<3|/2 

simplification par le facteur — - — — ; — , „ , , on trouve l'égalité 

vol(aM/A,{M))-|T"'t>/Zïj,| 
s 

OÙ la somme est prise sur les s G Zj-^ tels que Gs soit semi-simple. Comme les termes dans la 
somme de droite sont invariants par translation par Zj^ H Zq, on a aussi 

JM'M = Y.\zl^nZQ\ ■ |z2^nzgj-i .^f/(aM), 
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où, cette fois-ci, la somme est prise sur les s £ Z'L, / {Z^^D Z q) tels que Gg soit semi-simple. Puisque 
M est un sous-groupe de Levi de G et de Gs, on a Z-^ = ZqZ^ et Z-^ = Zq Zj^. En particulier, 
on a Zq C Zq{Z^ H Zq ). On en déduit les isomorphismes 

zy{zl^ZQ)-Zj^/ZQ 

et 

on obtient 

où, par la convention habituelle, l'inverse du cardinal d'un ensemble infini est nul. Par hypothèse 
de récurrence, on a ^^"(am) = S'^i{aM) pour s 7^ 1. 11 vient alors 

Sm{o.m) = JM^{aM)- ^ \ZQjZQ\^'^Sli{aM) 
= JÎi'^iO'M)- ^ \ZQjZQ\-^Sfl{aM). 

Or cette dernière expression est précisément S'alla m) ce qui termine la démonstration. 
14.3. Le lemme suivant a servi dans la démonstration du théorème ll4.1.1l 

Lemme 14.3.1. — Soit H un groupe dual d'un sous-groupe réductif H de G qui contient T. Soit 
Ah ^ Ag l'immersion fermée canonique (induite par l'inclusion C W^). On a alors 



Démonstration. — D'après la section on dispose sur Ah d'une fonction et sur Ag d'une 
fonction 5'-'. Soit a £ A^'^. On a donc codim^j3(a) ^ S^. Supposons de plus a G Ah- On vérifie 
la formule suivante 

codim^e(^H) = (dim(G) - dim(iï)) deg(i:')/2 = 5^ - . 

La première égalité provient du calcul de la dimension de Ag par la formule de Riemann-Roch et 
la seconde résulte de la formule de Ngô-Bezrukavnikov, cf. lemme [5.12.11 (cf. aussi [21] §4.17). On 
en déduit aussitôt l'inégalité codim^j^^ (a) ^ qu'il fallait démontrer. □ 



15 Une forme globale du lemme fondamental pondéré 

15.1. Le théorème suivant, qui est le résultat principal de cette section, est une forme globale du 
lemme fondamental pondéré d'Arthur. 

Théorème 15.1.1. — Soit M G et sm G f. Soit M' de dual M' = M^m • Soit qm e Af}, [ky . 
Par abus, on note encore om l'élément Xm (om)- On fait les hypothèses suivantes : 

- M' CM (c'est-à-dire s m i Z^) ; 

- M' est elliptique dans M (ce qui équivaut à «a/ G A'f}{k)) ; 

- l'élément Xg (^m) appartient à A^'^ . 
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On a alors l'égalité suivante 

sesMZfj/Zg 



15.2. Démonstration du théorème IlS.l.li — Commençons par le cas d'un groupe semi- 
simple. Montrons le lemme suivant. 

Lemme 15.2.1. — Soit a = Xq {'^m)- Alors a appartient à l'ouvert Us^, défini en \10.7.1^ . 

Démonstration. — Par hypothèse, on sait que a appartient à L'hypothèse M' est elliptique 

dans M implique que a G Af} (cf. proposition 110. 6. 6]) et donc a appartient à l'ouvert Um du ^8.41 
Soit (s, p) une donnée endoscopique géométrique (cf. définition ll0.6.3p telle que les trois conditions 
suivantes soient satisfaites : 

- a e As,p- 

Puisque om G Am' , on a Wa C (par une variante de la proposition I8.2.ip . Comme on a 

W'^'^ C Wp, on a aussi Wa C W° et p est nécessairement trivial. Cela termine la démonstration. 
□ 

Prenons ^ en position générale. Le théorème 110.7.31 spécialisé au point a G Z//sj/ entraîne une 
identité de traces de Frobenius qui s'explicite ainsi par les théorèmes 112.1.11 et 114.1.11 (cf. aussi 
lemme fTiXTI) : 

fj K deg(D)|<î.^|/2 

vol{aM/X4M))-\T^^/Z9.' 



oKaM'/X^M')) ■ \f^^/zlj,\ ■ \ZIj, n Zq 



M 

'S'a/'('2m), 



où la somme est prise sur les s G smZ^ tels que G s soit semi-simple. L'hypothèse M' elliptique 
entraîne les égalités Z^ = -^j^,, ciAf — ûAf (en tant qu'espace euclidien) et X^,{M) = X^,{M'). 
Après simplification, on obtient l'égalité 

s 

pour le même ensemble de sommation, qu'on peut réécrire (comme dans la démonstration du 
théorème ETH cf. 

-'m i"M j - 2^ izi.nZ'- I ^ ' 

s ' M Gs 

OÙ cette fois-ci la somme est sur les s G SA/Z2^/Z2^n tels que Gg est elliptique. La suite exacte 

1 ^ (^M n J/Zg ^ Zq JZq ^ Zj^jZj^ ^ 1 

(où la surjectivité provient des égalités Zj^, — Zg Z9^, et Z9^, = Z9^) et l'isomorphisme 

(^G. n ^m)/^c? - (zh n ^gJ/(^ï? n Zg) 

entraînent la formule 

f^-nz^l iz- /z-l 



l^l?nzgj izgyzg 



76 



Tous les ordres dans la formule ci-dessus sont finis si Gs est elliptique. Dans le second membre 
dette formule, le dénominateur est infini si Gs n'est pas elliptique auquel cas son inverse vaut par 
convention 0. En utilisant l'isomorphisme Z'^/Z^ n ^ Zj^/Zq, on obtient l'égalité 

qu'il fallait démontrer. 

Le passage d'un groupe semi-simple à un groupe réductif quelconque est laissé au lecteur. 

16 Formalisme d'Arthur de la stabilisation des intégrales 
orbitales pondérées 

16.1. Cette section reprend les notations et les définitions des iiij |13.1l ct ll3.2l Elle est indépendante 
des autres parties de l'article. On développe dans un contexte abstrait le formalisme d'Arthur de 
la stabilisation des intégrales orbitales pondérées et de leurs formules de descente et de scindage 
(cf. [3] par exemple). On donne plusieurs propositions qui nous permettront ensuite de déduire 
le lemme fondamental pondéré de la variante globale donnée par le théorème 115.1.11 Tous les 
résultats reposent sur les méthodes d'Arthur. 

16.2. Soit M G C-^. Rappelons que pour tout sm G T, on a défini au i jl3.2l des ensembles finis 
^M.oii(*Af ) C £fj{sM) de sous-groupes réductifs de G qui contiennent T. Pour tout sous-groupe de 

Levi de G contenant T, soit C^{M) l'ensemble fini des sous-groupes de Levi de G qui contiennent 
M. Cet ensemble est en bijection naturelle avec C^{M). On pose = C^{T). Cette définition 
vaut plus généralement pour un sous-groupe réductif de G et un de ses sous-groupes de Levi. 

Définition 16.2.1. — Soit sm G T et M' = Ms^- Pour toute application 
Soit 

J^(G) = \Z^,/Z^\ J2 iZôjZâl-'SiGs) 
où s est l'application déduite de J par la proposition 113.2.^ 

Remarque 16.2.2. — Si sm G Z^, on a M = AI' et G G ^Moiii^M)- Dans ce cas, on a 
J^{G) — J{G). En effet la formule ci-dessus se réécrit 

J'{G)^S{G)+ Y. \ZqJZq\-'S{Gs) 
sesMZj^/Zg.s^i 

et la somme sur s ci-dessus est égale à J{G) — S{G) par la formule (|13.2.ip . 

Remarque 16.2.3. — Par le lemme fr3.2.3[ on a f^(sji/) — Ul6£(m) ^Ïi c\ii^M) on la réunion 
est disjointe. Pour toute application J : E^ii^M) — *■ C, on obtient donc une application 

: C^(M) C 

donnée par la définition 116.2. Il 

Définition 16.2.4. — Soit M G et s M G T. On dit qu'une application 

J ■■ ff,,en(sM) U {G} ^ C 
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est stabilisante si elle vérifie l'égalité J(G) = J^{G). On dit qu'une application 

J : ff,(sM)U/:^(M) 

est stabilisante si pour tout L G C^{M) l'application restreinte à E^^ dii^M) U {L} est stabilisante. 

Voici un premier exemple trivial. 

Exemple 16.2.5. — Si sm £ Zj^, toute application J : SMciii^M) U {G} C est stabilisante 
en vertu de la remarque 1 1 6 . 2 . 2l 

En voici un second qui ne l'est pas. 

Exemple 16.2.6. — Soit sai G f et M' = M^j^,. On suppose sm i Zj^. Pour au £ Af\,{kY qui 
vérifie les hypothèses du théorème 115.1.11 l'application J définie par J(G) = J^''^'^' (um) et pour 
H G cwi^M) par J{H) = J^p^{aM) est stabilisante : ce n'est qu'une reformulation du théorème 

[Tïïxn ' 

16.3. Scindage et descente. — Dans tout le reste de cette section, on fixe M G et sm £ T. 
Les intégrales orbitales pondérées admettent des formules de descente et de scindage mises en 
évidence par Arthur (cf. [2|). Le coefficient d de la définition 116.3.11 ci-dessous joue un rôle clef 
dans ces formules. Auparavant, pour tout H G £fj{sM), on pose 

= X*{H) ®z M = ®z R. 

On a d'ailleurs au — si H est le dual de H. On a alors des décompositions af = a~ (B a^j 
comme au H2A[ 

Définition 16.3.1. — Soit H G £^f{sM) et R E C^{T). Pour tous sous-groupes de Levi Li et L2 
dans £^{R), on pose 

4(îi,Î2) = 

sauf si on a une somme directe a-^ © a-^ — auquel cas d est la valeur absolue du déterminant 

R R R 

de l'isomorphisme canonique a^^ x a^^ — a% écrit dans des bases orthonormales. 

R. il. R 

Remarque 16.3.2. — On a d^fLi, L2) ~ cZ^ (L2, Li) et ce coefficient est non nul si et seulement 

^ R R 

si af © af = af . On a aussi d^(R, H) = 1. 

On rassemble dans le lemme suivant quelques faits élémentaires bien connus dont la démonstration 
est laissée au lecteur. 

Lemme 16.3.3. — 

1. On a a~ D a- ~ si et seulement si le quotient 

Li L2 

est fini ; 

2. on a as = + ay si et seulement si Zs = Zt Zf ■ 

3. Soit s £ T tel que G s est elliptique dans G et M s est elliptique dans M. L'application 
L ^ Ls induit une bijection de l'ensemble des L G C{M) tel que Lg est elliptique dans L sur 
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Définition 16.3.4. — Soit H G £^j{sm) et R e C"{T). Pour tous sous-groupes de Levi Li et L2 
dans C^{R), on pose 

ef(Li,L2) = \iZ^^nZ^J/Zf^r'd§iL,,L2), 
avec la convention habituelle que l'inverse du cardinal d'un ensemble infini est nul. 

Remarque 16.3.5. — Par l'assertion 1 du lemmc [T6.3.31 on a e^{Li, L2) = si et seulement si 
4(îi,L2) = 0. 

Nous pouvons maintenant énoncer les deux principaux résultats de cette section. 

Proposition 16.3.6. — (Scindage) Soit sm g T tel que sm ^ et AI' — il/^j,^ est un sous- 
groupe elliptique de M . 

Soit Ji et J2 deux applications de E'^^{sm) U>C'^(M) dans C. Soit J l'application de £'^.;{sm) U 
L^{M) dans C définie pour tout H g £'^{sm) par 

J{H)= Y. d%{L,,L2) ■ Ji(l,) ■ UM) 

Li,Li(^C"(M') 

et tout L G C^{M) par 

J{L)^ Y. ^d%{L,,L2)-Ji{Li)-J2{L2). 

Li.,L2eC^{M) 

On a 

1. Si Ji et J2 sont stabilisantes alors J est stabilisante ; 

2. Si J et J2 sont stabilisantes et J2{M) 7^ alors Ji est stabilisante. 

Proposition 16.3.7. — (Descente) Soit sm G T tel que sm ^ Zj^ et M' — Af^jj- est un sous- 
groupe elliptique de AI. Soit R G C^^ tel que Rg^ ^st elliptique dans R. Soit R' = Rg^- 

SoitJji une application de £^{sm)'^ CP {R) dansC Soit Jm l'application de £^j{sm)'^CP {AI) 
dans C définie pour tout H G £^(sm) par 

Jm{H)^ y d%(M'X)jR[L) 

et pour tout L G C'^ {AI) par 

Jm{L)^ y d\{MXi)JR{Li). 
Si Jr est stabilisante, alors Jm est stabilisante. 

Remarque 16.3.8. — En utilisant l'assertion 3 du lemme [T6.3.3l on voit que pour tout que pour 
H G £m{sm) et tout L £ C"{R), on a. L £ £r{sm)- 

Le reste de la section (en particulier les 5^) 116.41 et ll6.6[) est consacrée aux démonstrations des 
propositions 116.3.61 et 116.3.71 

16.4. Démonstration de la proposition 116.3.61 — Elle repose sur la proposition suivante 
dont le lecteur trouvera pour sa commodité une démonstration au H16.5I 

Proposition 16.4.1. — (Formules de scindage) On reprend les hypothèses de la vrovosition U~6.3.6\ 
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1. Soit S, resp Si, l'application déduite de J, resp Ji, par le corollaire \13.2. 6'1 Pour tout H G 
£m{sm), on a 

S{H)= Y. e|,(îi,£2)-5i(îi)-52(Î2) ; 

Li,L26C«'(M') 

2. Soit , resp Jf , l'application déduite de J (cf. définition ] 16. 2. 1\ et remarque \16.2. j')) . Pour 
tout L G C^{M), on a 

J'{L)^ J2 ^d%(L^X2)-JÎ{L^)-4{L2) 

Li,L2e£2(M) 

On peut maintenant donner la démonstration de la proposition I16.3.ÏÏ1 L'assertion 1 est une 
conséquence évidente de l'assertion 2 de la proposition 116. 4. T] ci-dessus. Prouvons l'assertion 2 de 
la proposition 1 16 . 3 .61 Par hypothèse, J et J2 sont stabilisantes. On a donc 

J{G) = J^{G). 

On peut réécrire cette égalité en utilisant pour le membre de gauche la définition de J en termes 
de Ji et J2 et pour le membre de droite l'assertion 2 de la proposition 116. 4. T] Il vient 

Îi,L2G£S(M) Li,L2e£<3(M) 

Puisque J2 est stabilisante, on a = J2. En raisonnant par récurrence, on peut bien supposer 
qu'on a jf (Li) = Ji(Li) pour tout Li G CP{M) — {G}. En retranchant membre à membre les 
termes égaux, on voit que l'égalité précédente est équivalente à 

Ji(G)J2(M) = jf(G)J2(M) 

d'oii Ji(G) = Ji{G) puisqu'on a supposé J2(M) ^ 0. Donc Ji est bien stabilisante. 

16.5. Démonstration de la proposition 116. 3. 6[ — Commençons par le lemme suivant. 

Lemme 16.5.1. — Soit sm £ T tel que M' = Mg^^ soit elliptique dans M. Soit £ l'ensemble des 
triplets 

formés de s G smZ^/Zq et L'i,L'2 G C'^^{M') tels que 

- G s est elliptique dans G ; 

Soit C l'ensemble des quadruplets 

{Li,L2, 81,82) 

formés de Li,L2 G C'^ {M) et Si G Z^jZj^ tels que 

- Li_si est elliptique dans Li ; 

- d|(Li,L2)^0. 

Soit £ ^ C l'application qui à (s, L'j^, Lj) associe (Li, L2, si, 82) défini par 

- Li est l'unique élément de [M) tel que L'^ est elliptique dans Li et L'^ = Li^g (cf. lemme 
\16.3.3\ assertion 3); 

- 8i est l'image de s par la projection smZ^/Zq — > smZ^/Zj^ . 

Alors cette application est surjective et ses fibres ont toutes le même cardinal à savoir 

I(%.nz£j/Zg|. 
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De plus, si (SjL'j^jLj) ^ pour image (Li, L2, si, S2), on a l'égalité entre 
et 



Démonstration. — Remarquons tout d'abord que si {s,L'i,L'2) a pour image {Li, L2, si, S2) 
alors d'^^{L[, L'2) — d^(Li, L2) (car si L' est elliptique dans i, on a = Qj,-) 

L'application £ ^ C est surjective. En effet, si {Li, L2, si, S2) G £, on a L2) 7^ et par 

le lemme [T6.3.3l on a = Zj^^Zj^^. Donc (si, S2) se relève en s G Z^/Zq. Le triplet (s, ii,s, -^2,s) 
appartient à f : la seule condition qui n'est pas évidente est Gg elliptique dans G. Par hypothèse, 
Li s = Li g. est elliptique dans L^. On a donc 



4 = '^lr®'^t?-4^®4' 



et, passant aux orthogonaux, on a 



Comme l'intersection ci-dessus contient ag , on a og = og et Gg est elliptique dans G. Il est clair 

que l'image de (s, L2,s) est le quadruplet (Li, L2, si, S2) G £ de départ. 
L'assertion sur le cardinal des fibres est évidente. 

Soit {s,L[,L2) d'image {Li, L2, Si, 82)- Montrons la dernière assertion. Après simplification 
par d^^{L[, L'2) = d'S^{Li, L2) ^ 0, on tombe sur l'égalité entre 

K^L. n Zjj/Zgl . \Zj^,lz^\ ■ |Zgyzgri|(Zj, n )/%r^ 

et 

K^L, n z^^^)/Zq\-' ■ \Zj^,/Zj^\^ ■ \z^Jz^^X' ■ \z^^JZj^y. 

Celle-ci résulte du diagramme commutatif à lignes exactes 

1 (^L, n Z£j/Zg . Zjy/Zg . X z^jz^^^ . 1 



2. s 



et du lemme suivant. □ 

Lemme 16.5.2. — Soit s tel que M — est elliptique dans M et Gg est elliptique dans G. 
Pour tout L G C'^iM) tel que Ls est elliptique dans L, le morphisme 

est surjectif et son noyau a pour cardinal 

\ZzJZz\-\ZmJZm\-'- 

Démonstration. — La surjectivité est une conséquence des égalités 
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Comme Z^^ = Zq^{Z^ ) = Zg (ZS), le noyau s'écrit 

(^M n z^J/Zz = ZziZQ^ n Zj^)/Zz ^ (Zg, n Zj^)/{Zq^ n z^). 

On conclut en remarquant que (Zg H Zz)/Z^ est le noyau du morphisme surjectif 

ZgJZq z^jz^. 

□ 

On peut maintenant donner la démonstration de la proposition 116. 4TT] Prouvons l'assertion 1. 
Soit H G iÎ^(sm)- Soit E et L les ensembles définis au lemme [T6 . 5 . 1 1 relativement au groupe à 
son sous-groupe de Levi M' et l'élément s m — 1- Par définition des applications S* et 5^, on a 

J{H) = Y. dfjXLiM) ■ ML,) ■ J2iL2) 

E_^4(^i'^2)[ E \Zz.jZzX'Si{L,,J]x 

(Li,L2,si,S2)e£ 

En utilisant le Icmmc 116.5.11 on obtient 

J{H) = Ç \ZfjjZfj\-\^^XL'A)-Si{L,)-S2(L2) 

{s,L[X'2)e£ 

= Y. \^hJ^hV\ E ^ e|,(îi,Z2)-5i(îi)-^2(Î2)). 

Par l'unicité dans le corollaire 113.2.61 on obtient l'expression voulue pour S (H). 

Montrons ensuite l'assertion 2. Soit f et £ les ensembles définis au lemme [T6 . 5 . 1 1 relativement 
au groupe G, à son sous-groupe de Levi M et l'élément S7\/. Par définition de et l'assertion 1 
qu'on vient de démontrer, on a 



J^(G) = \Zj^,/Zj^\ Y \ZsjZâ\-'S{Gs) 

= \Z^,/Zj^\ Y. iZejZer' E ^ el^,{L[,L',) ■ S,{L[) ■ S2{L',) 



Le lemme fl 6 . 5 . 1 1 implia ue qu'on a 

•/'(G) = E I^M'/^mP ■ \ZzjZzX^ ■ \ZzjZzX' ■ d%(Li,L2) ■ S,{L[) ■ S,{L',) 

(Li,L2,Si,S2)eC 

E ^ 4(^1,^2) •Jf(îl)-Jf(î2). 

îi,Î2ec^(A/) 

La dernière égalité résulte de la définition de jf et j|. Cela prouve donc l'assertion 2. 



82 



16.6. Démonstration de la proposition 116.3.71 — Énonçons la proposition suivante qui sera 
démontrée au tjl6.7l 

Proposition 16.6.1. — On se place sous les hypothèses de la proposition \ 1 6. 3~1\ 

1. Soit S M et Sr les applications déduites de Jm et Jn par le corollaire \13.2.6\ Pour tout 
H e £^{sm), on a 

Sm{H)= y. 4'^M',L)Sr{L) ; 

LeC"(R') 

2. Soit J^j et les applications déduites de Jm et Jr (cf. définition ] 16. 2.1] et remarque ] 16. 2."^) . 
Pour tout L e C'^{M), on a 

JlAL)^ 4(M,Li)j|(£i). 

îie££(M) 

On peut alors donner la preuve de la proposition 1 1 6 .3771 En utilisant l'assertion 2 de la proposition 
116.6. Il et le fait que Jn, est stabilisante, on a 

Jm(L) = Y, d\(M,Li)JULi) 
E dl{M,L,)jR{Li) 
= Jm{L). 

Donc Jm est stabilisante. 

16.7. Démonstration de la proposition 116.6.11 — Elle se déduit du lemme [T6 . 7 . 1 1 ci-dessous 
(cf. la démonstration de la proposition 116. 4. T|) . 

Lemme 16.7.1. — Soit R C M C G deux sous-groupes de Levi de G. Soit sm € T, Af = AfsM 
et R' — Rsj^i . On suppose que M' et R' sont elliptiques respectivement dans M et R. 

Soit £ l'ensemble des couples {s',L') formés de s' £ smZ-^/Zq et L' G £'^=(iî') tels que 

- G s' est elliptique dans G ; 

- d|'(M',L')^0. 

Soit L l'ensemble des couples {L,s) formés de L £ C^{R) et s £ Z^jZj^ tels que 

- Ls est elliptique dans L ; 
-d|(M,L)^0. 

Soit £ ^ C l'application qui à {s',L') associe {L,s) défini par 

- L est l 'unique élément de L'^ (R) tel que L' est elliptique dans L et L' = Li^i ( cf. lemme 
\16.3.3\ assertion 3) ; 

- s est l'image de s' par la projection SMZ-g-fZQ — > smZj^/Zj^. 

Cette application est surjective et ses fibres ont toutes le même cardinal à savoir 

\iZM^Z^)/ZQ\. 
De plus, si {s',L') a pour image {L,s), on a l'égalité entre 

K^M n . \z^,/z^\ ■ \z^jz^\-' ■ e|'(M',£') 

et 

\ZR'/Zn\-\ZzjZz\-'-dfiM,L). 

Démonstration. — Elle est analogue à celle du lemme [T6.5.1l Les détails sont laissés au lecteur. 

□ 
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17 Du global au local 



17.1. Le résultat principal est le théorème 117.3.11 qui est une variante de nature «locale» du 
théorème 115. 1.11 Les résultats de scindage et de descente de la section [Tïïl iouent un rôle clef ainsi 
que certains calculs locaux d'intégrales orbitales pondérées. Les notations sont celles utilisées dans 
tout l'article, en particuHer celles des sections [TTl [T3l et [Tïïl 

17.2. Notations. — Soit V un ensemble fini ou infini mais non vide de points fermés de la 
courbe C qui est stable par le Frobenius r. Soit Ay le sous-groupe des adèles de A de composante 
nulle hors V. Le groupe Ay a une structure évidente d'anneau. Si V est fini (resp. infini), Ay est 
le produit (resp. produit restreint) des complétés du corps des fonctions F en les points de V. Soit 
Oy — Y\yf=Y Ov où Ou est le complété de l'anneau local de C en v. 

Soit AI G C-^, qm £ AM{ky et Xa^^ = eM(aM,?)) G ^{P) (cf. ^ll.Vp . Soit Ja^j le schéma en 
groupes sur C défini au i ill.3l dont la fibre au point générique de C est le centraliseur de Xaj^,^ 
dans M X/, F (c'est un sous-F-tore maximal de M x F) . 

On complète les choix de mesures de Haar faits au ijll.51 On munit JaMi-^vY et G(Ay)'^ 
des mesures de Haar qui donnent le volume 1 respectivement au sous-groupe compact maximal 
de JaMi^vY et à G(Oy)'^. On en déduit comme au i )11.5l une mesure sur ( J^j,,, (Ay)\G(Ay))'^ 
invariante à droite par G(Ay)'^. Si V est le complémentaire de V dans l'ensemble des points 
fermés de G on a une bijection canonique 

(J,„,(Ay)\G(Ay))- X (J,,,(Ay,)\G(AyO)^ ^ ( J„,, (A)\G(A))- 

qui préserve les mesures. 

Pour tout s G T^°M , on définit la s-intégrale orbitale pondérée sur V associée à om par 

(17.2.1) J^/^aM) = g-^^^(^-)l*"l/^|i?«(X.,,)|f X 

/ {s,inVa,Ag))'i-D{M{g-^)Xa„)vfj{g)dg, 

où Dy est la restriction de _D à ^ et où \D'^{Xa)\v est le produit sur V des valeurs absolues 
usuelles du discriminant Z?*^ de Xa (cf. i )2.7p . 

Remarque 17.2.1. — Lorsque V est l'ensemble de tous les points fermés l'intégrale orbitale 
pondérée définie par (|17.2.ip n'est autre que l'intégrale de la définition lll.7.11 

17.3. L'énoncé principaL — On peut maintenant énoncer le principal résultat de cette section. 
On y utihse les diviseurs et de corA/,D définis au i i9.ll 

Théorème 17.3.1. — On se place sous les hypothèses du théorème \15.1.1\ Soit 

haM ■ C* CaVM'.D 

la section associée à am G AM'{k). Soit V un ensemble r-stable non vide de points fermés de G 
tel que tout point fermé v ^ V vérifie l'une des deux conditions suivantes : 

1. ha^j [v) est un point lisse de ÎH^j, et n'appartient pas à X)^^ ; de plus, l'intersection de ha{C) 
et fH^j, est transverse en ha{v) ; 

2. ha^j {v) est un point lisse de et n'appartient pas à ÎH^j, ; de plus, l'intersection de ha{C) 
et î)*^ est transverse en ha{v). 

Alors l'application Jy : £fj{sM) U C'^{M) C définie pour tout H G £|^(sm) par Jy(H) = 
J^f,^y{aM) et pour tout L G C^{M) par Jv{L) — Jm^v {'^m) est stabilisante au sens de la 
définition \16. 2.4\ 

Remarque 17.3.2. — S\ V est l'ensemble de tous les points fermés de G, le théorème n'est 
qu'une paraphrase du théorème 115.1.11 (cf. exemple 116.2.6p . L'ensemble des v qui ne vérifient ni 
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l'assertion 1 ni l'assertion 2 est fini. Autrement dit il existe toujours un ensemble fini V qui vérifie 
les hypothèses du théorème. En ce sens, le théorème 117.3.11 est une variante locale du théorème 

[Tïïxn 

Démonstration. — Soit V l'ensemble des points fermés de C. Soit Vi un ensemble r-stable de 
points fermés et V2 son complémentaire dans V. On suppose que tout w G V2 vérifie l'une des 
assertions 1 et 2 du théorème 117.3.11 II s'agit de voir que Jvi est stabilisante. Or Jy, Jvi et Jy^ 
vérifient les relations de scindage de la proposition 116.3.61 comme le montre la proposition 117.4.11 
ci-dessous. Il sufht donc, par l'assertion 2 de la proposition 1 1 6 . 3 . 51 de montrer que Jy et Jy^ sont 
stabilisantes et que J2{M) ^ 0. On a déjà dit dans la remarque 117.3.21 ci-dessus que Jy est stable. 
Il existe une partition (finie) de V2 en parties V/ qui vérifient les hypothèses du lemme fï7.8.1l On a 
donc J2{M) — Yli Jy'{M) 7^ (avec les notations du lemme [T7.8.1l) et par une application répétée 
de l'assertion 1 de la proposition 116.3.61 on voit que J2 est stabilisante et qu'on J2{M) 7^ 0. □ 

17.4. Formules de scindage des intégrales orbitales pondérées. Pour tout Li, L2 G C'^{M), 
on pose 

éi,{L,,L2)^d%{L^X2) 

011 le second est celui de la définition 116.3. Il Voici les formules de scindage d'Arthur. 

Proposition 17.4.1. — Soit Vi et V2 deux ensembles disjoints et non vides de points fermés de 
C. Soit V — ViUV2. Pour tout a G AM{kY et tout s G T^" , on a l'égalité 

Li,L2e£<3(M) 

Démonstration. — Arthur a défini une section {Li, L2) ^ [Qhn QL2) de l'application !F{M) x 
JF(A/) C{M) X C{M) donné par (Qi,Q2) ^ (Mq,^, Mq^) définie sur l'ensemble des (Li,L2) 
tels que d^(Li, L2) ^ 0. Cette section a la propriété suivante : pour tout g G ( Jq^,^ (Av)\G'(Ay))'^ 
d'image inverse (31,32) par la bijection canonique 

(17.4.1) (J,„(AyJ\G(AvJ)- X iJa,,iAy,)\GiAy,)r ^ (Ja„(Ay)\G(Ay))^ 

on a 

(17.4.2) vfM-^ E dfj{L,,L2)-vl'-H9i)-VAf'i92), 

Li,L-2eC°{M) 

où pour tout Q G J-{M) et tout h G G (A) on pose 

où l est l'unique élément de M{K)\M{0) tel que g G IN{A)G{0) (décomposition d'Iwasawa). 
Introduisons l'intégrale J^i'yi^M) donnée par l'égalité l|17.2.ip où l'on a remplacé le poids vf,j par 
le poids î;^. Comme la bijection (|17.4.1[) préserve les mesures, la formule (|17.4.2[) implique qu'on 
a 

Jm!v ("m ) = E dfi(Li,L2) ■ J M y" {aM ) • J A/^y^** («Af ) • 

Li,L2eC<='(M) 

Pour conclure, il suffit de montrer que pour tout L G C{M) et tout Q G P{L), on a 

•^M,y(aA/) = JMy{aM)- 
On montre à l'aide du théorème de l'isogénie de Lang qu'on a une décomposition 

(17.4.3) ( J^M (Ay)\G(Av))^ = ( {Ky)\L{Ky)YNQ{KyYG{OyY 
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qui est compatible aux mesures pourvu que NqIAyY soit muni de la mesure de Haar qui donne 
le volume 1 au sous-groupe {NQ{Ov)y ■ Par le changement de variable g = Ink avec des notations 
qu'on espère évidentes, on voit que J^'y(aA/) est égale à 

Ç-dcg(D.)|*«|/2|^G(^^)|l/2 ^ 

(s, invaj,, ilnk))lD{Ad{{lnky^)Xaj,,)v^,iil) dl dn dk. 



{Ja^,{Av)\L{kv)Y JNQ{hvY JG(Ov) 

Par la définition 111.4.11 l'invariant inv^^,, (Znfc) ne dépend que de lnkT{lnk)^^ — It{1)^^. On a 
donc inVaj,^(Znfc) = inVaj,j(Z). L'intégrande est alors G'(C'v' )'^-invariante et l'intégrale sur G{OvY 
qui vaut 1 peut être omise. On utilise ensuite le changement de variable Ad((^n)^^)XQj,j = 
Aà{l~^)Xa^., + U (oii U appartient à nQ(Ay)'^ qui est muni de la mesure de Haar qui donne 
le volume 1 à x\q{OvY) de jacobien \D^{Xa)\y^^'^\D^{Xa)\y'^ pour obtenir que JMvi.o.u) est 
égale à 

/ / {sMYaM'^D{AA{l-^)Xa^+U)vl,{l)dldU. 



Comme on a 

f lD{Ad{l-')Xa,,+U)dU = lD{Ad{r')Xa,,) f 1^3 ( Ad(r ^ 

= çdeg(I3 V ) dim(nQ ) 1 ^ ( Ad (/ " ^ ) 



U) dU 



ç-dcg(Dv)|*«|/2çdcg(Dv)dim(nQ) ^ dcg(Dv ) | *^ | /2 ^ obtient bien j'^iyiaM) = Jm.VCoa/) ce 
qui conclut la démonstration. 

□ 

17.5. Soit qm = {haMi't) £ -A-MikY ■ Soit /iom,)? la restriction de ha au point générique de la 
courbe C. On voit alors /iom,?; comme un point dans cazM{F) où F est le corps des fonctions 
de F. Soit V un ensemble r-stable de points fermés de C. Soit w^^ = O^e^ ^t)" ^ ^v'- On a 
î^^^'/îoM.r; G carM(Cy)- Soit ^aM.v = £m{^^^ haj^^.,^) G m(Ov') l'image par la section de Kostant 
Sm- Rappelons qu'on a Xa,^ = £M{haM,rj) & Tn(-^)- Hors du support de D, ces deux éléments ne 
sont en général pas égaux. Néanmoins, ils satisfont toujours la relation suivante 

011 pm est la somme des coracines dans M positives pour le choix de l'épinglage qui détermine 
la section de Kostant Em- On rappelle que le diviseur D est pair. L'élément pA/(n7-^^/^) est 
T-stablc. Il conjugue les centralisateurs et Jx^^^^ v- La translation par pm{'^^^' 1"^) envoie 
( Jajvj (Ay)\G(Ay))''" bijectivement sur ( Joj.^ ,v'(''^v)\G(Ay))'^ qu'on munit de la mesure obtenue 
par transport. De même, on note inva^^^^y l'application définie sur ( Jaj,,j^y (Ay)\G(Av))'^ et qui, 
composée avec la bijection précédente, redonne inv^j^. Soit 15(0) la fonction caractéristique de 
0(0). Par un changement de variables, on obtient le lemme suivant. 

Lemme 17.5.1. — Les notations sont celles utilisées ci-dessus. Pour tout s G T^'^m , on a l'égalité 
JMyM - \D^iXa,,.v)\\/' / (s,inv,,,,y(g))l,(o)(Ad(.g-i)X )'"M{9)dg 

JiJa^j.viAv)\GiAv)r 

17.6. Calculs locaux d'intégrales orbitales pondérées. — Dans tout ce paragraphe, on 
suppose que M G C-^ vérifie M ^ G. Soit om — [ha^f,t) G AM{k) et s G T'^'^m , On va calculer 
dans quelques cas simples des intégrales orbitales pondérées locales. 
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Lemme 17.6.1. — Soit V un ensemble r-stable de points fermés de C . On suppose que pour tout 
V G V, la section haj^., est telle que hajy.,{v) n'appartient pas à ÎH^/. Alors 



Démonstration. — On utilise les notations du tjl7.5l D'après le lemme [T7.5.1[ on a 

JM^vian) = {Xa^, y)\\/^ / (s, inVaj,,,y(g))lg(o)(Ad(5"^)Xa^,,v)wM(g) dff- 

"'(Jajv,,v(Av)\G(Av))- 

Soit g G G'(Ay) tel que l'intégrande soit non nulle. On a donc Ad{g^^)Xaf^j.v G g(C'y). Soit 
P e V{M). On écrit g — mnk avec m G M(Ay), n G iVp(Ay) et fc G G{Ov) (décomposition 
d'Iwasawa). Il vient 

Ad(m-i)X,^,,y G miOv) 

et 

(17.6.1) Ad(n-i) Adim-')X,,,y - Ad(m-i)X„,,,v G np(Oy). 

L'hypothèse sur entraîne que l'action adjointe de Ad{m~^)Xan., y sur np(C'y) est un Oy- 
isomorphisme. Par un argument standard de dévissage, on en déduit que la condition p7.6.ip 
implique n G Np{0). Mais alors on a vfj{g) = w^/(n.) = vf.f{l) = (car M ^ G). Donc l'intégrande 
est toujours nulle et l'intégrale aussi a fortiori. □ 

Lemme 17.6.2. — Soit v un point fermé de C et n ^ 1 le plus petit entier tel que t"{v) = v. 
Soit V V orbite de v sous l'action de t. On suppose que v vérifie les conditions suivantes : 

- haj,., (c) est un point lisse de ; 

- haM{c) n'appartient pas à J)*^ ; 

- l'intersection de ha,^,{C) avec Dlfj est transverse en ha^.j{c). 
On a alors les conclusions suivantes. 

1. Il existe G i{Ov) tel que Xm(Yv) — XM{XaM.v)- Pour tout tel Yy, il existe un unique 
couple {a, —a} C $y — tel que valy{zta{Yy)) = 1. Soit w l'unique élément de W'^^ tel 
que wT{Yy) = Yy. Alors w{a) — a. 

2. Avec les notations ci-dessus, Soit L G défini par $y — {a,— a} et {B]^,T, Xa) un 
épinglage de L. Soit w l'unique automorphisme de L qui fixe l'épinglage et qui est de la 
forme Ad(m) où m d NormA/(C'„) (r) est un relèvement de w. On a 

JZ'vM = d^(M,L)|i?^(n)|l^l/2|F|'^""('^S) / l,(o,)(Ad(Z-i)n)4(0d/, 

JT(F„)™^"\L(_F„)™^" 

OÙ les groupes T{Fy)™'^ et L{Fy)^'^ sont munis des mesures de Haar qui donnent le volume 
1 respectivement aux groupes T[Oy)^'^ et L{Oy)^'^ . 

Démonstration. — Puisque ha^ic-) n'appartient pas à D*^, on a XM{XaM,v) G cat'^,[^'"^^ {O y) . 
Sa réduction mod 137^ définit donc un élément de cat^~^'^^{k) qui se relève évidemment en un 
élément y de t*^~™s(fc). Or sur l'ouvert t*^^i'°g^ on sait que Xm "^^^ étale. Il s'ensuit que y se relève 
en un unique élément Yy G t*^~™s(0„) tel que xii{Yy) = XM^Xa^^y). 

Soit P G P{M). Les hypothèses sur l'intersection de haM{C) avec ÎH^^ entraînent qu'il existe 
une unique racine a de T dans Np tel que val^(a(yj,)) = 1, les autres racines de T dans Np étant 
de valuation nulle en Yy. En raisonnant avec le sous-groupe parabolique opposé à P, on voit que 
a et —a sont les seules racines hors M telles que val„(±a(yi;)) = 1. Toutes les autres racines y 
compris celles dans M (vu qu'on a haMic) ^ S)*^) ont pour valuation en y„. Soit Yy et a £ 
qui vérifient l'assertion 1. Il existe w G W^'-' tel que WT{Yy) = Yy puisque x'mO^v) & cai^M(C«)^- 
On a val«(a(y„)) = val^(r(a(yu))) — vali,(T(a)(y^)). On a donc nécessairement w{a) = ±a mais 
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comme a est une racine dans le radical unipotent d'un sous-groupe parabolique P G ViM), il en 
est de même de w{a) et donc w{a) = a. Cela démontre donc l'assertion 1. 

Prouvons ensuite l'assertion 2. Partons de l'égalité (cf. H17.5I et lemme [T7.5.ip 

JÏivi'^M) = \D^{Xa^,y)\^^^ / {s,\iWaM ■v{9))'^s{0){^à{g-^)Xa^, .y)v%{g) dg. 

J{Ja^,,v(Av)\G(Av)y 

Soit g £ G(Ay) et j G Ja^r,v{Ay) tel que T{g) — jg. On va d'abord prouver que si lg(^Q^-^{Ad{g^^)Xaj^f y) ^ 
alors inva„,y (5) = 0. Pour cela, il suffit de prouver que l'image de j dans les coinvariants J{Av)t 
est triviale. Soit P € V{M) et g — mnk la décomposition d'Iwasawa de g associée à P. On a donc 
T(m) e jmM(Ov)- Par une application du théorème de l'isogénie de Lang, on voit que, quitte à 
translater m par un élément de M{Ov), on a r(m) = jm ce que l'on suppose désormais. Comme 
dans la preuve du lemme fTy.S.li la condition kA{g^^)Xa^,jy G fl(Oy) entraîne 

kâ{m-^)Xa„y G m{Ov). 

Comme haM{c) n'appartient pas à 2)*^, on a XAti^aMy) G car^~™^((9y). Par conséquent, on a 
m G y i-^v) M (Ov) ■ Comme inva^^^^y est invariante par translation à gauche par Ja,^,iy{Av), 
on peut et on va supposer que m G M{Ov)- Mais alors on a j G M{Ov) Ci JaMyi^v)- Soit 
J le Oy-schéma en groupes défini comme le centralisateur de Xaj^jy dans M Ay. Comme 
XM{^aM,v) 6 carjJ^^~'^°®(Oy), c'est en fait un schéma en tores. On a M{Ov)C\JaM yi^v) — J{Ov) 
et une nouvelle application du théorème de Lang montre que j est trivial dans les coinvariants. 
Il s'ensuit qu'on peut restreindre l'intégrale aux g G {Ja^ y {^v)\G{Ay)Y d'invariant iiWaMyig) 
trivial c'est-à-dire qu'on peut restreindre l'intégrale à Jaj^j y {Avy\G{AvY ■ On a donc 

JmvM = \D''{Xa,,y f4^ I \,t^Ov){^à{g-')Xa,uV>ÏA9)d9 

Jjaj,,,v{Avy\GiAvr 

= |i?«(X,„,„)|l^l/2|V^r'-(«&) / l^^a.M^dig-')Xa^,v)vZ{9)dg, 

où l'on utilise la bijection évidente Ja^j^ ,y (Ay)'^\G(Ay)^ Ja„,i,(Ai,)'^"\G(A„)'^". Le facteur 
\y\du-a{a^j) provient de la comparaison des poids. 
Il est clair aussi qu'on a 

Désormais, pour alléger les notations on note r au lieu de r". Puisque Yy et Xaji,,,v ont même 
image par xm et que cette image appartient à l'ouvert car^{^"^(C'„), il existe m G M(0„) tel que 
XaM,v = Ad(m~^)l"t,. Il s'ensuit que mT(m)~^ est un élément du normalisateur de T dans M(C'„) 
et que son image dans W^^ est w. On en déduit que mT{m)~^ normalise L. L'automorphisme 
Int(TOr(m)~^) préserve le couple (Bl, T) de l'épinglage (TVl, T, Xa) et agit sur Xa par homothétie 
par un élément de . Si l'on change m en tm avec t G T{Ov), le rapport de cette homothétie est 
multipliée par a{tT{t)~^). On voit donc qu'en prenant un élément t judicieux, on peut supposer 
que Int(mT(m)~^) préserve l'épinglage. 

Il est clair qu'on a 

\D^{Xa„^.)U - \D^iY,)\y = 

Par abus de notations, on note encore w l'automorphisme intérieur de G donné par Int(mT(m)~^). 
L'application g 1^ mgm~^ induit une bijection de Ja^ ,v{FvY\G{FyY sur T{Fy)'^'^\G{Fy)^'^ et 
l'on a 

/ lg(o„)(Ad(g-i)X,^,,,,)vf,(g)dg= / \(o^){kà{g~^)Yy)v%{g) dg 
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où la mesure sur T{Fy)'^'^\G{Fy)'^'^ se déduit de celle sur Jaju.u(-F't))^\G(^l,)'^ par transport par 
la bijection précédente. En utilisant comme précédemment la décomposition d'Iwasawa pour Q G 
'P{L), on voit que si 5 G G{Fy) vérifie Ad{g^^)Yy e 0(01;) alors g = Is avec l £ L{Fy) et s £ G{Oy). 
Supposons de plus qu'on a WT{g) = g. Ainsi 1~^wt{1) £ L{Ov) et par une nouvelle application du 
théorème de Lang, on voit qu'on peut supposer wt{1) — l et s £ G{0)'^'^ . On a donc 

/ l,^aMAd{g'')Y,)v2i{9)dg= f l,(o„) (Ad(/-i)i;)i;f,(Z) dZ. 

On utilise ensuite la formule de descente d'Arthur 

on R £ C'^{T) Q]i £ ViR) est une certaine section (définie sur les R tels que d^{M,R) ^ 0) de 
l'application J^^{T) C{T) définie par Q 1-^ Mq. On se limite dans ce qui suit à des R tels que 
dj'^AI, R) ^ 0. Cela entraîne donc R ^ T. Le poids a été défini dans la démonstration de la 
Droposition ll7.4.11 Voici comme il se calcule ici. Le groupe QhCiL est un sous-groupe paraboHque 
de L. Comme L est de rang semi-simple 1, de deux choses l'une 

- soit Qn n L est un sous-groupe de Borel de L ; on a Z G tNQ^r\L{Fv)L{Oy) avec t £ T{Fy) 
et donc v^^'^H) = vÇ{t) = (puisque T ^ R) ; 

- soit L<£ Ret alors v^'^H) = v^{l). 

On se place désormais dans le second cas. Rappelons que le poids v^{l) est le volume de la 
projection sur de l'enveloppe convexe des points —Hb{1) pour B £ V^{T). Or cette enveloppe 
convexe est ici contenue dans une droite donc le volume est donc nul sauf si dim(a;p) — 1 auquel 
cas R = L.Ij'a formule de descente d'Arthur se simplifie donc en 

vft{l)^d^(M,L)v!^(l) 

ce qui donne le résultat voulu. □ 

17.7. Calculs locaux d'intégrales orbitales ordinaires. — On donne quelques calculs locaux 
d'intégrales orbitales ordinaires. Soit v £V mi point fermé de C et F l'orbite sous le Frobenius r 
de V. Soit s£T et M' = M,. Soit au = {hau^t) ^ AM'{kY- 
Lemme 17.7.1. — On suppose que haf^,{c) n'appartient pas à D*^. Alors 

tM,S I \ -I 

''My\°'M) — t. 



Démonstration. — Partons de l'égalité 
Jm'v^^m) = \F>^'\Xa^^,y)'^^'^ / (s,inVajv,,y(m)}l„(o^)(Ad(m"^)Xa^,,v)dm. 

Soit m £ M{Av) tel que Ad{m~^)Xa,^y £ m{Ov)- Comme -^^om^v est encore semi-simple 
régulier en réduction (vu que (c) n'appartient pas à S)^), on voit que m £ Jaj^, y (Ay) M (Ov) ■ 
Comme dans la démonstration du lemme, on en déduit que inva„,y(m) — 0. Comme par ailleurs 

\D^'{Xa,,y)\\/^ = 1, ona 

Juvian) = / lm(Ov)i-^<^i'>TT'^^)^aMy)dm. 

Jjc.^,,v(OvY\M(OvY 
= YO\[Ja,,y{OvYr^ YO\[M{Ovy)- 

Or vol(M(C'y)'^) = 1 et Yo\[Ja^jy{Ovy) — 1 car JaMyi^vY est le sous-groupe compact maxi- 
mal de JaMyi^vY ■ □ 



Lemme 17.7.2. — On suppose que 
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- ha^ (c) est un point lisse de ; 

- haM{e) n'appartient pas à J)*^ ; 

- l'intersection de /laj^(C) avec est transverse en haj,,{c). 
Alors 

jM,s f \ _ jM'.l _ -, 



Démonstration. — La première égalité n'est qu'un cas particulier du lemme fondamental de 
Langlands-Shelstad. La second résulte du lemme 117.7.11 ci-dessus. Le lecteur qui rechignerait à 
utiliser le lemme fondamental, peut vérifier directement l'égalité JM'vi'^M) = 1 : on se ramène à 
un calcul sur un groupe de rang semi-simple 1 qu'on fait à la main (cf. aussi [24] §8.5.9). □ 

Lemme 17.7.3. — On suppose que 

- (c) n'appartient pas à , ; 

- (c) est un point lisse de J)*^ ; 

- l'intersection de ha^iC) avec D^^ est transverse en haM{c). 
Alors 



Démonstration. — Là encore, la première égalité est un cas particulier du lemme fondamental 
de Langlands-Shelstad. L'intégrande dans 

JM'i = \D"''{XaMy)\\/' f l„,(Ov)(Ad(m-')^aM,v)dm. 

J{JaM.v{Av)\M'iAv)y 

est positive et l'intégrale est clairement minoré par vol{{ JaM.v{Ov)\M'{Ov)y) > 0. Bien sûr, il 
est aussi possible de mener à bien directement les calculs de Jm'v{o.m) J^li 'y (on se ramène à 
un calcul sur un groupe de rang semi-simple 1, cf. aussi (24j § 8.5.8). □ 

17.8. Soit V un ensemble T-stable non vide de points fermés de C. Soit s G T tel que M' — Mg ^ 
M. Soit Cm = (haM^t) S AM'{ky ■ Soit Jy : Sff{s) U C^lM) C l'apphcation définie pour tout 
H G ^m{s) par Jv{H) = J^'}y{aM) et pour tout L G C^{M) par Jv{L) — J^iy^^M) 
Lemme 17.8.1. — On suppose que V satisfait l'une des trois conditions suivantes : 

1. Pour tout V eV , le point ha^W) n'appartient pas à D'^ ; 

2. V est l'orbite sous r d'un point v qui vérifie l'assertion 1 du théorème \17.3.1\ ; 

3. V est l'orbite sous r d'un point v qui vérifie l'assertion 2 du théorème \17.3.1\ . 
Alors Jv est stabilisante et Jv{M) ^ 0. 

Démonstration. — Supposons l'assertion 1 vérifiée. D'après le lemme [T7.6.H on a Jv{H) = 
sauf si â = M ou ^ = M'. De plus, Jy(M) = Jy (M') = 1 d'après le lemme [TTXT] Donc Jy est 
stabilisante. 

Supposons l'assertion 2 vérifiée. Dans ce cas, ha^ [v) est un point lisse de 9^^^/ et n'appartient 
pas à S)*^ et l'intersection de haMW) avec EH^, est transverse en ha^iv)- Supposons, de plus, 
pour commencer que haMi^) n'appartient pas à ÎH^^ • Par conséquent, l'intersection de ha{C) avec 
îHj)/, est transverse en ha^i^)- On a donc Jy(M) = Jv{M') = 1 d'après le lemme [T7.7.2I D'après 
le lemme [TTXTl on a Jy(L) = pour tout L G C^(M) et L ^ M. Pour tout H G S^iis), on a 
H D M = M' ; par conséquent, ha^iv) n'appartient pas à fH£f/ et on a Jv{H) ~ par le lemme 
117.6.11 Ainsi Jy est stabilisante. 

Supposons toujours l'assertion 2 vérifiée mais cette fois on suppose que ha^iv) appartient à 
: sous nos hypothèses, /iom i''^) est un point d'intersection transverse de ha^ (C) et dKfj et il 
n'appartient pas à S)^. 
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Soit n e t(0„), L e C^, n un entier et w un automorphisme de L qui préserve T tels que 
ces éléments vérifient les conclusions du lemme [l7.6.2l Introduisons l'application Jt '■ ^t^^) ~* ^ 
définie par Jt{T) — 1, 

Jt(L) - |i5^(n)|l^l/2|l^|dim(a&) / 1 (Ad(/-1 )K ^ (Z) dZ, 

"'T(F„)™^"\L(_Fi,)™^" 

et Jt{H) = si if ^ {f , L}. Pour tout H e /:^(M), l'expression 

(17.8.1) Y. d^{M,R)JT{R) 

vaut 

- Jy(f ) = 1 Jy(M) siH (cf. lemme EZH) ; 

- d^{M,L)JT{L) = Jv{H) siH (cf. Icmme [HSSl) . 

Donc l'expression (|17.8.1[) est égale à Jv{H). Pour tout H G £^(s), on a ha^f{v) G si et 

seulement si L C iï et l'expression 

(17.8.2) ^ d§{M',R)JT{R)^Jv{H) 
vaut 

- Jr(f ) = 1 = Jy(M') si ^ = M' (cf. lemme [IZZI]) ; 

- d^{M,L)JT{L) = Jy(ii) si Le H (cf. lemmcflTMl) ; 

- si L i/ ( lemme [T7XT|) . 

En tout cas l'expression (|17.8.2p est égale à Jy. Comme Jt est (trivialement) stabilisante, Jv est 
stabilisante (cf. proposition 1 16 . 3 .7)1 . Le lemme [T7 . 7 . 1 1 donne Jy(M) = Jv{M') =. 

Supposons maintenant l'assertion 3 vérifiée. Dans ce cas, le lemme [l7.6.1l indique que Jv{H) = 
sauf si H = AI ou M' . On a Jy(M) = Jy(Af') par le lemme [T7.7.3l Donc Jv est stabilisante. 

□ 



18 Fibres de Springer affines tronquées 

18.1. Dans cette section, les notations sont celles utilisées dans tout l'article. On ajoute les 
précisions suivantes. Soit F = k{(e)) et O = k[[e]]. Soit val la valuation usuelle de F. Soit Fq = 
Fç((e)). On rappelle qu'on note r l' automorphisme de Frobenius de k donné par l'élévation à la 
puissance q. On note encore r l'automorphisme de Frobenius de F de sorte qu'on a F'^ = Fq. Soit 
F une clôture séparable de F et / = Gal(F/i^). Soit Fq la clôture algébrique de Fq dans F. Soit 
F = Gal(Fo/i^o). 

On suppose que le couple {G,T) est défini sur Fq. Pour tout P G P{M), on définit comme au 
mi.Gl une application 

Hp : G(F) ^ X.4M) 

définie pour tout A G X*{P) par X{Hp{g)) = - val(A(p)) oii p G P{F) satisfait g G pG{0) (par la 
décomposition d'Iwasawa) . 

On rappelle que est muni d'un produit scalaire VF'^-invariant et que tous ses sous-espaces 
sont munis de la mesure euclidienne qui s'en déduit (cf. i j2.4p . Soit 

H<f : G{F) ^ a« 

le composé de l'application Hp avec la projection orthogonale qm ~^ a^- Les restrictions à M{F) 
de ces applications ne dépendent pas du choix de P G P{M) : on les note respectivement Hm et 
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18.2. Grassmannienne affine tronquée. — Soit X la grassmannienne affine : c'est un ind-k- 
schéma projectif dont l'ensemble des fc-points est le quotient G{F) / G{0). Soit M G C. Pour tout 
P G V{M), l'application sur G{F) induit une application H'^ : afj. Soit ^ G afj. On 
définit la grassmannienne affine tronquée 

par la condition suivante : pour tout x G X*^, on a a; G X'^.j^ si et seulement si Ç appartient à 
l'enveloppe convexe des projections sur a^j des points ~Hp{x) pour P G V{M). 

Proposition 18.2.1. — La grassmannienne affine tronquée Xj^j est un sous-ind-schéma ouvert 
de X^. 

Démonstration. — On sait bien que l'enveloppe convexe des points —Hp{x) est l'intersection 
des cônes —Hp{x) — +ap, oii +ap est la chambre de Weyl obtuse positive dans au (c'est un 
résultat d'Arthur, cf. [T]). Il suffit donc de montrer que la condition Hp{x) G — +ap définit un 
ouvert de X'^ . Pour cela, on procède comme dans [TT], démonstration de la proposition 6.4. □ 

18.3. Fibre de Springer affine tronquée. — Soit Y G tn(C') un élément semi-simple et 
G-régulier. A la suite de Kazhdan-Lusztig (cf. [H]), on introduit la fibre de Springer affine 

{x G I kà{x-^)Y G 0(0)}. 

C'est un sous-ind-schéma fermé de X*^. En fait, Xy est un fc-schéma localement de type fini et de 
dimension finie (cf. [I9]). La fibre de Springer affine tronquée xf.fy est l'ouvert de Xy défini par 

^G,^ ^G p, ^G,^ 

Soit J le centralisateur de Y dans GxkF. C'est un sous-F-tore maximal de GxkF. Le groupe J{F) 
agit sur l'ensemble des fc-points de Xy. Il ne respecte pas le tronqué X'^fy- ^^it J' le sous-F-tore 
de J défini par 

X^{J') = Kcr(A G X^J) ^ Hfi{e^)). 
Le groupe J'{F) agit sur Xy et respecte le tronqué Xffy. Soit 

le groupe des cocaractères du sous-tore déployé maximal de J' . Via le morphisme A h- > e-^, on 
identifie le groupe discret A à un sous-groupe de J'{F). 

Proposition 18.3.1. — Le quotient A\X'^j^{Y) est une variété quasi-projective définie sur k. 
Démonstration. — Cela se démontre comme dans 1191. 

□ 

18.4. Une s-intégrale orbitale pondérée locale. — On continue avec les notations précédentes 
en supposant désormais qu'on a t{Y) = Y. Dans ce cas, J est muni d'une action de r et on a une 
suite exacte en cohomologie d'ensemble pointé 

(18.4.1) 1 J{FY G{FY {J{F)\G{F)y Ker(J(F), ^ G{F)r) 1, 

011 comme au SJTTTT] l'indice r désigne l'ensemble des classes de r-conjugaison. On munit les groupes 
J{Fy et G{FY des mesures de Haar qui donnent la mesure 1 respectivement au sous-groupe 
compact maximal de J{FY et au sous-groupe G{OY de G{FY ■ D'après Kottwitz {111111), on 
a une suite exacte canonique 

(18.4.2) — >J(F)i — J{F) — >X^{J)i — ^0 
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qui induit au niveau des co-invariants sous r un isomorphisme 



(18.4.3) J{F)r ~X^{J)r. 

En particulier, le groupe J{F)j- est discret. On le munit de la mesure de comptage. On en déduit 
une mesure invariante à droite par G{FY sur le quotient {J{F)\G{F)Y . 
Soit 

invy : {J{F)\G{F)y ^X,{J)t 

le composé de l'application cobord de (|18.4.ip avec l'isomorphisme (|18.4.3p de Kottwitz. 

Définition 18.4.1. — Pour F et M comme ci-dessus et s G , la s-intégrale orbitale pondérée 
J^''(F) est définie par 

(18.4.4) J'^^(Y) = |Z?«(r)|f / {s^r,^y{g))l,^o){P^à-\Y))vU9)d9 

J(J(F)\G(F)y 



- la valeur absolue est | • |f = g"™"-'-' ; 

- l'accouplement est celui entre et X*(J)r ; 

- lg(o) est la fonction caractéristique de 0(0) ; 

- le poids d'Arthur v^{g) est le volume dans a^j de l'enveloppe convexe des points —Hp{g) 
pour P e ViM). 

18.5. Interprétation géométrique des intégrales orbitales pondérées. — Puisque Y est 
r-stable, le quotient A\X^^^y est défini sur Fg. Soit rj e Homz(A, ) un caractère d'ordre fini. On 
suppose que ce caractère est fixe par r ou, ce qui revient au même, fixe par F. Par le choix d'un 
plongement de Q dans Qi, on interprète 77 comme un caractère £-adique continu de A x Gal(A;/Fq) 
trivial sur le second facteur. On en déduit un système local Crj sur A\X^^^y défini sur qui 
devient trivial lorsqu'on le tire par le revêtement ^^^y ~^ A\X^y. L'action de J'{F) sur -E^^^ 
commute à celle de A. On en déduit une action de J'{F) sur la cohomologie H* {X^fy ^ ^n) ■ 
un lemme d'homotopie, celle-ci se factorise par son groupe de composantes connexes. Ce dernier 
s'identifie au groupe X^{J')j par la suite (|18.4.2p appliqué au F-tore J' . Or le sous-groupe discret 
A de J'{F) agit par le caractère ?7~^ sur la cohomologie H* [X'^fy t ^11) ■ Comme l'image de A dans 
Xif{J')i est d'indice fini, on en déduit la décomposition suivante 

(18.5.1) H (X^^^y ,£,,)= iJ {X j^j^Y , Crj) s' 

s' 

où la somme est prise sur l'ensemble fini des s' G {J'Y = Hom(X, (J')/, C^) qui induisent le 
caractère 77"^ sur A et où iJ*(X^^ y, £,,)s' désigne le facteur direct de H' {X'^fy , Cjj) sur lequel 
J'{F) agit via le caractère s' de X^,{J')j. Soit la projection orthogonale de sur afj. Le 
réseau Hfi{J{FY) est d'indice fini dans p^,^{X^{M)). Soit /^i, . . . , /Lt„ un système de représentants 
du quotient. Soit 

: K^X,(J')r ^ J'{F)r 

et 

ip : X,{J')r ^ J'{F)r ^ X,(J)r ~ J(F), 

les applications canoniques, les isomorphismes étant ceux donnés par (jl8.4.3p . On notera que les 
noyaux ainsi que le conoyau de '0 sont finis. Soit 

J{Ff ^J{F)f^Ker{H'i,). 

Le quotient J{FY'''^\J{FY est discret et il est muni de la mesure de comptage. On en déduire une 
mesure de Haar sur J{FY''^ . 
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Théorème 18.5.1. — Soit s G ,P un élément d'ordre fini. Soit s' G {J'Y l'image de s par le 
morphisme canonique (J')^ ■ Soit rj G Honiz(A,Q ) le caractère induit par l'inverse de s'. 

Pour tout ^ en position générale, on a l 'égalité 

n 
i=l 

où 

18.6. Démonstration du théorème 118. 5. li — On continue avec les notations précédentes. 

Pour g G G{F), soit 1m, g la fonction sur a^^ caractéristique de l'enveloppe convexe des points 
-Hp{g), P G V{M). Pour tout ^ G afj, soit 



Le poids w'^l^ est invariant à droite par M [F] donc par J{F). On définit alors l'intégrale orbitale 
pondérée j'^j^''^ par la formule (|18.4.4p dans laquelle on remplace le poids v^j par w^.f . 

Proposition 18.6.1. — Sous les hypothèses du théorème \18.5.1[ pour tout ^ G a^^, on a 

n 

= cff (i") • vol (a« /pf,(X,(Af))) . V trace(r-\ iï-(X^/«+^ 



Démonstration. — Cette proposition généralise au cas tronqué le théorème 15.8 de l'article [Tl] 
de Goresky-Kottwitz-MacPlierson. Notre démonstration s'inspire de la leur. Soit j G J'{F). On 
confond dans les notations j et son image dans J'{F)t-. Soit ^ G afj. La formule des traces de 
Grothendieck-Lefschctz donne l'égalité 

(s',j)trace((jT)-\i/*(X^i«.,/:,)) = ^ (s',V(A.)i) 

on Xx est la classe dans A^- d'un élément A G A qui vérifie XjT{x) = x et oii l'accouplement 
est l'accouplement canonique entre . L'expression ci-dessus ne dépend que l'image de j dans le 
conoyau Coker(V') de ip. On a donc 

^ (,s',j}trace((jr)-\iï-(xf^«^,£„)) = |Kcr(^)| ^ {s' , jW^X^li^^l 

jeCokcr{-tp) jeJ'(F)-^ 

Par la décomposition (|18.5.1[) . le membre de gauche dans l'expression ci-dessus vaut 
(18.6.1) I Cokcr(^/;)|tracc(r-\iï'(X^/V>'^r,)s')- 

A l'aide du théorème de l'isogénie de Lang, on voit qu'on a 

{s',jW\iX^,iy^\= Y. (^''J') / l,io)iAdig-')Y)lMAOdg 
= vol(A-\J(^^)°-^) Y. (^''J') / l,(o)(Ad(.g-i)F)«;S(.g)d5 
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est le nombre de points du réseau^+iï^( J(F)'^) dans l'enveloppe convexe des —Hp{g), P e P{M). 
On a donc 

n 

Par conséquent lorsqu'on somme sur ^ + /ii, . . . , + /i„ l'expression (jl8.6.ip . on trouve 



(18.6.2) |Ker(^)|vol(A-\J(^^)"'-) ^ {s',j) f l,(o)(Ad(g-i 



)Y)w1j^{g)dg. 



On a (s', j) = (s,V3(i)) et J{FY\G{Fy^ s'identifie à l'ensemble des g S {J{F)\G{F)Y tels que 
invy (g) = ^p{j). En fait, il résulte du lemme [ïl.4.4| que l'application invy est à valeurs dans l'image 
de ip. L'expression (|18.6.2p est donc égale à 

|Ker(V')| • |Ker((^)| •vol(A"\J(F)"'")|Z?^(r)ri/Vf/'"(r). 
La proposition s'en déduit. □ 

Proposition 18.6.2. — Avec les notations du théorème ] 18. 5. 1[ pour tout ^ en position générale, 
on a 

jZ'^'\Y) = vol {af,/pf,{X4M)))j^,'^Y). 

Démonstration. — Elle est identique à la démonstration du théorème 11.14.2 de □ 

18.7. Constance locale des fibres de Springer affines tronquées. — Soit M G £ et 
a G carj\/(C') un élément génériquement G-régulier. On fixe une section de Kostant dans m notée 
£*^. On pose Xa ~ e^^(a). On note Ja le centralisateur de Xa dans M x^O : c'est un O-schéma 
en groupes lisse. Soit G afj. On pose 

Le but de ce paragraphe est de démontrer la proposition suivante qui généralise au cas tronqué la 
proposition 3.5.1 de [24] . 

Proposition 18.7.1. — Soit a G carM(C') H car^*^*(F). Il existe un entier n tel que pour tout 
a' G carM(C) tel que 

a' = a mod e" 

il existe h G M(0) tel que 

1. Ad(/i) induit un isomorphisme de schéma en groupes de Ja sur Ja' ; 

2. la translation à gauche par h induit un isomorphisme de X^j^(a) sur X^,f{a'). 

De plus, si a et a' sont fixes par une puissance de t, on peut supposer de plus que h est aussi fixe 
par la même puissance de t. 

Démonstration. — Soit r et uq des entiers pour lesquels les conclusions du lemme fT8 . 7 . 3 1 valent 
pour l'élément Xa et le groupe M. Soit v = val(det(ad(Xo)|n) : c'est un entier. Soit ^ : n — > TV un 
isomorphisme de variétés affines et i un entier qui satisfont les conclusions du lemme 118.7.21 Soit 
c ^ un entier tel que 

(18.7.1) Vr G e'mCO) et Vn G C(e"™C) on Ad{n-^)Y - Y e n{0). 
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Soit Cl ^ niax(l,no,c + ?■). On suppose de plus que ci est assez grand pour que pour tout 
a' e carM(C) congru à a modulo e'^^ on ait a' G car''°s(F) et val(det(ad(Xa)|„) = v. D'après le 
lemme d'approximation [l8.7.31 pour tout a' G carM(C) tel que a' = a mod e'^^ , il existe h G M(0) 
tel que 

(18.7.2) h = 1 mod 
et 

(18.7.3) [Aà{h)Xa,Xa']=Q. 

La conjugaison par h induit un morphisme de Ja sur le centralisateur lAd(h)Xa de Ad{h)Xa 
qui n'est autre que Ja' puisque Xa et Xa' sont génériquement semi- simples réguliers. D'après la 
proposition 13 . 2 . Il ce morphisme se prolonge. En raisonnant avec le morphisme inverse Ad(/i~^), 
on voit que Ad{h) induit un isomorphisme de Ja sur Ja'. Soit gG{0) £ X^y^(a). Montrons que 
hgGiO) £ 3C^f{a). Remarquons tout de suite qu'on a H m {h) = puisque h = 1 mod e. En 
particulier, la translation par h respecte la troncature. Il suffit donc de prouver qu'on a 

Ad{hg)-'Xa' e 2{0). 

Soit P G V{M). Par la décomposition d'Iwasawa, on peut bien supposer qu'on a g = mn avec 
m G M{F) et n G N{F). Puisque gG{0) G X^/(a), on a Ad{mn)-^Xa G g{0). On écrit 

Ad{mn)-^Xa = [Ad{n-^)iAd{my^Xa) - Ad(m)"iX„] + Ad(TO"i)X„ 

où le crochet appartient à n{F) et où Ad(TO^^)Xa G m(F). On a donc les deux conditions 

(18.7.4) Ad{m-^)Xa G m(0) 
et 

(18.7.5) Ad(n-i)(Ad(m)-iX„) - Ad{m)-^Xa G 11(0). 

Soit F = Ad{m~^)Xa. La condition (|18.7.4p entraîne que Y G m(0). Soit ly le centralisateur de 
Y dans M. L'automorphisme intérieur Ad(m~^) induit un isomorphisme en fibre générique de Ja 
sur ly ■ Par la proposition I3.2.1i on sait que cet isomorphisme se prolonge en un morphisme de 
schémas en groupes sur O de Ja dans ly. En particulier, on a 

(18.7.6) Ad(m-i)(Lie(Ja)(0)) C ly{0) c m{0). 

Comme Ad{h-^){Xa') commute à Xa, on a Ad{h-^){Xa') G Lie(Ja)(0). Vu p8.7.6p . on obtient 

(18.7.7) Ad{m-^)(Ad{h-^){Xa')) em{0). 

Les conditions (|18.7.2p et (|18.7.3p entraînent qu'on & Xa - Ad{h^^)Xa' G e'=Lie(Ja)(C'). Par 
(|18.7.6p . on a 

(18.7.8) Ad(m-i)(X„ - Ad(/i-i)XaO G £"m(C') 

D'après le lemme 118.7.21 les conditions (118. 7. 4p et (118. 7. 5p et le fait que v = val(det(ad(Xa)n)) 
entraînent que n G ((£""1^(0)). Par (|18.7.8p et (|18.7.ip . on a 

(18.7.9) Ad{n-^)(Ad(m-^){Xa - Ad{h-^)Xa')) - Ad{m-^){Xa - Ad{h-^)Xa') G n{0). 
Donc la condition (|18.7.5p entraîne l'assertion 

(18.7.10) Ad{n-^){Ad{m-^){Ad{h-^)Xa')) - Ad{m-'^)(Ad{h-^)Xa') G n{0) 
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qui, combinée avec (118.7.7p . donne 

kA{hmn)~\Xa>) q{0) 

ce qu'on cherchait à démontrer. Le même raisonnement montre l'imphcation réciproque. La pro- 
position s'en déduit, la dernière assertion résultant de la dernière assertion de ll8.7.51 

□ 

Les deux lemme suivants ont été utilisés dans la démonstration de la proposition 118. 7TT] 

Lemme 18.7.2. — Soit M d C et P Çz V{M). Il existe un isomorphisme de variétés affines 
C : n ^ N , un morphisme (/) : n x m n et un entier i de sorte que pour tout Y G m tel que 
det(ad(y)|„) =^ le morphisme N ~> n induit par 

n Ad(n"^)y - F 
est un isomorphisme d'inverse U E n ^ C((dct(ad(y)|n))^*0([/, K)). 

Démonstration. — Cet énoncé est probablement bien connu mais faute de référence on esquisse 
une démonstration. Soit B C P un sous-groupe de Borel qui contient T. Soit l'ensemble des 
racines simples de T dans B et Am C Ab le sous-ensemble des racines hors M. La restriction des 
racines dans Aj\/ à la composante neutre notée Am du centre de M est injective. On identifie les 
éléments de Am à leur restriction à Am- Soit l'ensemble des racines de T dans N. La restriction 
d'une racine dans à Am est une combinaison linéaire à coefficients entiers positifs non tous 
nuls d'éléments de Am- Pour tout entier l, soit le sous-ensemble des racines dont la somme des 
coefficients sur Am est égale à l. Pour l assez grand l'ensemble est vide. Pour tout a € , on 
fixe un sous-groupe à 1 paramètre additif Cq, : Ga — > iV de sorte que t(^a{u)t~^ = Ca{cxit)u) pour 
t e T et u e <Ga- 

Pour tout a G soit C n le sous-espace de poids a. Posons pour tout entier / 

et 

i>l 

Par le choix d'une base, on identifie n; à Ga' - Le morphisme Q — riae*" Ca (le produit est le 
produit dans N selon un ordre fixé une fois pour toutes) envoie n; sur une sous- variété notée Ni de 
N. Soit n'' — Ni+i ■ ■ - - - (le • désigne le produit dans N). On a alors les propriétés suivantes 
pour tout l ^ 

1. n; est stable par l'action adjointe de M ; 

2. [n,n,] C n' ; 

3. n'- est un sous-groupe de N stable par conjugaison par M et [N, Ni] C iV' ; 

4. le quotient TV'/TV'"*"^ est commutatif et le morphisme Q-^-i induit un isomorphisme de groupe 
de rij+i sur iV'/iV'+^. On peut de plus supposer que la différentielle de ce morphisme est le 
morphisme canonique n;+i n'/n'+^. 

Soit l ^ 0, n G n'- et y e M. On a donc n~'^yny~^ e NK II existe U G n;+i tel que n G 
Q.+i{U)N''~^^ . En utilisant les propriétés ci-dessus, on voit qu'il existe un morphisme tp : rii+i xM — > 
rii+i tel que n^^yny^^ G Ci^i{ïp{U,y))N^~^^ - On remarquera que le morphisme ip est linéaire en la 
première variable. En prenant une différentielle, on obtient la relation suivante pour tout Y G m 

(18.7.11) Ad{n-^)Y -Y ^ij'{U,Y) mod (n'+i) 

pour une certaine application bilinéaire ip' - En différentiant encore, on trouve 

(18.7.12) ■ip'{U,Y) ^ [Y,U] mod (n'+^). 
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Cela dit, nous sommes en mesure de démontrer le lemme. Comme le morphisme n i— > Ad(n~^)y — 
Y envoie iV' dans n', on peut rafRner l'énoncé pour les sous-groupes NK Par récurrence, on sup- 
pose l'énoncé raffiné vrai pour N^. Il s'agit alors de le démontrer pour iV° = N. Partons de G n. 
Soit Vi le projeté de V sur ni suivant n = ni © n^. Soit n — Ci{U) avec ?7 G ni. De (|18.7.1ip et 
(I18.7.12|) . on déduit 

Ad{n-^)Y -Y ^[Y,U] mod (n^). 

Supposons de plus que det(ad(y)|n) ^ 0. Il existe alors un unique L/ G ni tel que [Y, U] = V\. 
De plus U est un polynôme 0i en V\ et Y multiplié par l'inverse de det(ad(F)|nj ) 7^ 0. Pour im 
tel [7, on a donc 

kà.{n-^)Y - Y -V e n\ 

En appliquant l'hypothèse de récurrence, un élément de ni est de la forme — (Ad(nj^^)y — Y) avec 
n\ G qui est donné par un certain morphisme du type décrit dans l'énoncé. On a alors 

Ad((rmi)"i)y-y-F ^ Ad(nj;^)(Ad(n"i)y-y)-|-Ad(n"i)y-r-T/ 

= kA(n-^)Y -Y + kA(n-^)Y -Y -V mod (n^) 

= mod (n^). 

On obtient le lemme par récurrence. □ 

Lemme 18.7.3. — Soit X G q{0) un élément génériquement s emi- simple régulier. Alors il existe 
des entiers r et uq tels que pour tout n ^ uq et tout Y G q{0) tel que 

Y = X mod e" 

il existe g G G{0) tel que 

1. g = 1 mod e"^'' ; 

2. [Ad{g)X,Y]=0. 

Si, de plus, XetY sont fixes par une puissance t, alors on peut exiger de g d'être fixe par la 
même puissance de t. 

Démonstration. — Soit Y G 0(0). Le foncteur qui à toute O-algèbre A associe l'ensemble 

{geG{A) \ [Adig)X,Y]} 

est représentable par un schéma sur O. Supposons Y — X mod e" pour n assez grand. La fibre 
générique de ce O-schéma est lisse, en particulier siY = X. Il n'en est pas de même en général de 
sa fibre spéciale. La section unité fournit un point dans O je^O. Par une variante du lemme 1 de 
|13j . en utilisant des approximations successives, on peut relever cette section en un O-point qui 
vérifie les conditions voulues. □ 



19 Fin de la démonstration du lemme fondamental pondéré 

19.1. Soit Kx = Fç((e)) et K = fc((e). Soit d = FJ[e]]. Soit (G,r) un couple formé d'un groupe 
réductif connexe défini sur Fg et d'un sous-tore T maximal et déployé sur F^. Soit M G C'^{T). 
Soit s G f et M' = Mj. On suppose qu'on aïl^M'etZ^^ Z9^,. Soit M' le groupe déployé 

sur Fç dual de M' . Alors M' est un groupe endoscopique elliptique «non ramifié» de M. Pour 
tout Y G m' [Kl] et X G m{Ki) semi-simples et G-réguliers, Langlands et Shelstad (cf. [22]) ont 
défini un facteur de transfert AM'.A/(i^, ^) ; plus exactement, il s'agit ici d'une variante de leur 
définition adaptée aux algèbres de Lie et «privée du facteur Ajv», que Waldspurger introduit dans 
[26. . Pour tout Y G m' {Kl) semi-simple et G-régulier, soit 

JÏi-.M{y) = E AM',M(F,X)|i?«(X)|V2 I l,^o,){^à{g-^)X)vf,{g)dg. 

X J Jx(Ki)\G{Ki) 
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où la somme porte sur l'ensemble des éléments semi-simples G-réguliers de m{Ki) pris module 
A/(_R'i)-conjugaison. Le poids vf.^ est le poids d'Arthur considéré précédemment. Les conventions 
sur les mesures de Haar sont aussi celles considérées précédemment. Notons que Am'{Y,X) est 
nul sauf sur un sous-ensemble fini de l'ensemble de sommation. 

Théorème 19.1.1. — (Lemme fondamental pondéré pour les algèbres de Lie sur les corps locaux 
de caractéristiques égales) 

On reprend les notations et les hypothèses ci-dessus. Soit Y G m'{Ki) semi-simple et G- 
régulier. L'application J : £m c\ii^) U G — * C définie par 

J{G) = JÏvmO') 

et pour tout H G Sfj cn(s) V^-'f 

j{H) = jfi,.M'{y) 

est stabilisante. 

Démonstration. — Elle est tout-à-fait analogue à la démonstration par Ngô du lemme fon- 
damental ordinaire (cf. [23] §8.6). Soit Y e m'{Ki) semi-simple et G-régulier. On suppose que 
Xm'{Y) e carM'(Ci) sans quoi le théorème est trivialement vrai (J est alors identiquement nulle). 
Les valeurs de J ne dépendent que de Xm'{Y) G carAf'(C'i). Soit n > 1 un entier, if„ = Fçr.((e)) 
et On = Fg»i[[e]]. Pour tout entier n > 1 et tout h e carM'(Cn), on définit Jn,b comme l'application 
J définie comme ci-dessus mais associée au corps Kn et à un relèvement arbitraire Yn G va.'{Kn) 
de h (c'est-à-dire XM'(Yn) — b). 

Soit b G carM'(C'i)- H résulte du théorème 118.5.11 qu'il existe des familles presque nulles de 
complexes (ci)igN et (Ai)igN qui dépendent de 6 et G telles que pour tout entier n G N on ait 

Jn.b(G) = ^c,Ar. 

Il en est de même pour tout H G ^Mciii^)- ^^'^ conséquent, on déduit d'un argument standard 
(utilisation d'un déterminant de Van der Monde), que l'application Ji^f, est stabilisante (ce qui 
est notre but) dès qu'il existe un entier m tel que pour tout entier n ^ m, l'application J„^b est 
stabilisante. 

Soit N un entier tel que pour tout n ^ 1 et tout b' G caxM'{On) qui vérifie 

(19.1.1) b' = b mod 

les fibres de Springer affines X^î^{b) et X^f{b') d'une part et X^p{b) et X^lf{b') pour tout 
H G cii(*) d'autre part vérifient les conclusions de la proposition 1 1 8 . 7 . Il On suppose également 
que, sous la condition pO.l.ip . on a 

(19.1.2) D'^{b')^D^(b)0^^. 

D'après la proposition ll8.7.Il un tel N existe. Pour tout b' qui vérifie p9.1.1[) . la proposition ll8.7.î] 
et le théorème 118.5.11 impliquent que pour tout n 1, on a 

(19.1.3) Jn,b' = Jn,b. 

On fixe une courbe projective Gp sur Fg géométrique connexe et deux points distincts v et oo 
dans Go(Fq). Soit g son genre. On fixe un isomorphisme entre Ki et le complété Fq,^ du corps des 
fonctions de Gq au point v. Ainsi b s'identifie à un élément de carM'(C'o,«) oh Oo.-u est l'anneau 
des entiers de Fg^^. Soit D un diviseur de Gq dont le support ne contient ni oo ni î; et dont le degré 
vérifie les inégalités suivantes 

(19.1.4) val,(7?^(6)) s; 2\W'^\-\àeg{D) -2g + 2) 
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et 



(19.1.5) N rang(G') + 2g < deg{D). 
Cette dernière inégalité implique que l'application de restriction 

(19.1.6) H%Ca, cazM',D) ^ carM' (Oo,./wf ) 

est surjective. Le sous-schéma fermé AM'{b, N) de Am' des {ha, t) tels que ha ait même image que 
b par l'application (|19.1.6p est de codimension 7Vrang(G) dans Am'- 

Soit AM'{h, l'ouvert de AM'{b, N) formé des a = {ha,t) tels que, pour tout point c ^ v de 
Co, si ha{c) appartient à US*^ , ce point est lisse et l'intersection de ha{C) avec US)*^ 
y est transverse. Par une variante d'un théorème de Bertini (cf. §8.6.6), AM'{b,N)^ est non 
vide. Comme la codimension de Am' — Af^, dans Am' est ^ deg(D) et que la codimension de 
AM'{b,Nf dans Am' est Afrang(G') < deg(i:>) (cf. (119.1.5D ). on a An'ib, N)° n Afj, ^ 0. Cette 
intersection est même de dimension > 0. D'après le théorème de Deligne, il existe un entier m 
tel que pour tout n ^ m, il existe um G AAi'{kY qui appartient à cette intersection. Or un 
tel point vérifie les hypothèses du théorème 19.1.31 : l'image de um dans Ag appartient donc à 
l'ouvert Le théorème 117.3.11 implique alors que l'application Jn^', où b' est l'image de qm 

dans catM'{On), est stabilisante. Or Jn,b' — JnM par l'égahté (|19.1.3p . L'application J„_b est donc 
stabilisante pour tout n ^ m. Comme on l'a expliqué en début de démonstration cela entraîne que 
Jb^i est stabilisante ce qu'il fallait démontrer. □ 
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